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2 次元水路領域での
拡散型方程式の解析解

竹広真一

平成 18 年 2 月 13 日

この文章では, フーリエ–チェビシェフ関数展開を利用した 2 次元水路領域での流
体計算のための SPMODEL ライブラリ (spml)のモジュール et module のテスト
のために, 2 次元水路領域での拡散型方程式のさまざまな境界条件に対する解を
(できるだけ)解析的に求めることを行う.

1 拡散方程式

幅 d の平行壁ではさまれた 2 次元水路領域での拡散問題を考える. 支配方程式は
2 次元拡散方程式

∂ϕ

∂t
= κ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ϕ (1)

ϕ は拡散する物理量であり, 例えば温度, 組成濃度, 磁場などである. x, y はそれぞ
れ壁に平行および垂直方向の座標, κ は拡散率 (正数)である. 一般性を失うことな
く, y 座標の原点を水路の中央に選ぶことにする.

一般的な境界条件は, 境界での物理量とその y 微分の線形結合で与えられる (混合
型境界条件).

α1,d/2
∂ϕ

∂y
+ α0,d/2ϕ = 0, at y =

d

2
, (2)

α1,−d/2
∂ϕ

∂y
+ α0,−d/2ϕ = 0, at y = −d

2
, (3)

et˙diffusion.tex 平成 18 年 2 月 13 日 (竹広真一)
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ここで αi,j は定数係数であり, 以下の条件を満たしているものとする.

α1,d/2 · α0,d/2 ≥ 0, α1,−d/2 · α0,−d/2 ≤ 0, (4)

ただし α1,d/2 と α0,d/2, および α1,−d/2 と α0,−d/2 は同時には 0 にはならないもの
とする.

1.1 フーリエ関数展開

x 方向には周期的であるからフーリエ関数系で展開して解くことができる. 以下,

その 1 波数成分のみ取りだして扱う. 時間に関しても指数型の解を仮定し,

ϕ(x, y, t) = ϕ̃(y)eikx+σt, (5)

これを支配方程式に代入すると,

σϕ̃ = κ

(
d2

dy2
− k2

)
ϕ̃, (6)

境界条件は,

α1,d/2
dϕ̃

dy
+ α0,d/2ϕ̃ = 0, at y =

d

2
, (7)

α1,−d/2
dϕ

dy
+ α0,−d/2ϕ̃ = 0, at y = −d

2
. (8)

1.2 最大成長率の見積もり

成長率の最大値を領域積分から見積もることができる. (6)に ϕ̃∗ をかけて y 方向
に全領域積分を行い, 部分積分を繰り返すと,

σ
∫ d/2

−d/2
|ϕ̃|2dy =

∫ d/2

−d/2
dyϕ̃∗κ

(
d2

dy2
− k2

)
ϕ̃

= κ
∫ d/2

−d/2
dyϕ̃∗ d

2ϕ̃

dy2
− k2κ

∫ d/2

−d/2
|ϕ̃|2dy

= κ

[
ϕ̃∗dϕ̃

dy

]d/2
−d/2

κ
∫ d/2

−d/2

∣∣∣∣∣dϕ̃dy
∣∣∣∣∣
2

dy − κk2
∫ d/2

−d/2
|ϕ̃|2dy.
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ここで, 境界条件を用いて右辺第 1 項目を見積もると

[
ϕ̃∗dϕ̃

dy

]d/2
−d/2

=

 −α1,d/2

α0,d/2

∣∣∣dϕ̃
dy

∣∣∣2
y=d/2

(α0,d/2 ̸= 0)

−α0,d/2

α1,d/2
|ϕ̃|2y=d/2 (α1,d/2 ̸= 0)

−

 −α1,−d/2

α0,−d/2

∣∣∣dϕ̃
dy

∣∣∣2
y=−d/2

(α0,−d/2 ̸= 0)

−α0,−d/2

α1,−d/2
|ϕ̃|2y=−d/2 (α1,−d/2 ̸= 0)


= −


α1,d/2

α0,d/2

∣∣∣dϕ̃
dy

∣∣∣2
y=d/2

(α0,d/2 ̸= 0)
α0,d/2

α1,d/2
|ϕ̃|2y=d/2 (α1,d/2 ̸= 0)

+


α1,−d/2

α0,−d/2

∣∣∣dϕ̃
dy

∣∣∣2
y=−d/2

(α0,−d/2 ̸= 0)
α0,−d/2

α1,−d/2
|ϕ̃|2y=−d/2 (α1,−d/2 ̸= 0)


≤ 0.

したがって,

σ
∫ d/2

−d/2
|ϕ̃|2dy ≤ κ

∫ d/2

−d/2

∣∣∣∣∣dϕ̃dy
∣∣∣∣∣
2

dy − κk2
∫ d/2

−d/2
|ϕ̃|2dy

≤ −κk2
∫ d/2

−d/2
|ϕ̃|2dy.

よって成長率の最大値が
σ < −κk2 (9)

と見積もられる.

1.3 両端ディリクレ型境界条件の場合

両壁でディリクレ型境界条件

ϕ̃ = 0 aty = ±d
2
, (10)

が与えられた場合の解を求める. (6)から(
d2

dy2
− k2 − σ

κ

)
ϕ̃ = 0, (11)

σ ≤ −κk2 よりこの方程式の一般解は

ϕ̃ = A1 cos[m(σ, k)y] + A2 sin[m(σ, k)y], (12)

ただし m(σ, k) は y 方向の波数であり

m(σ, k) =

√
−k2 − σ

κ
, σ = −κ(k2 +m2) (13)
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を満たす.

境界条件が対称であるので, 解も偶関数と奇関数とにわけて別々に求めることがで
きる. 偶関数の場合は

ϕ̃ = A1 cos[m(σ, k)y],

境界条件 (10)より

cos

[
m(σ, k)d

2

]
= 0, i.e.

m(σ, k)d

2
=
(
n+

1

2

)
π, m(σ, k) =

(2n+ 1)π

d
,

ただし n = 0, 1, 2, . . . である. したがって

ϕ̃ = A1 cos

[
(2n+ 1)π

d
y

]
, σ = −κ

(
k2 +

(2n+ 1)2π2

d2

)
, n = 0, 1, 2, . . . (14)

奇関数の場合は
ϕ̃ = A1 sin[m(σ, k)y],

境界条件 (10)より

sin

[
m(σ, k)d

2

]
= 0, i.e.

m(σ, k)d

2
= nπ, m(σ, k) =

2nπ

d
,

ただし n = 1, 2, . . . であるしたがって

ϕ̃ = A2 sin
[
2nπ

d
y
]
, σ = −κ

(
k2 +

4n2π2

d2

)
, n = 1, 2, . . . (15)

1.4 両端ノイマン境界条件の場合

両壁でノイマン型境界条件

dϕ̃

dy
= 0 aty = ±d

2
, (16)

が与えられた場合の解を求める. 境界条件が対称であるから両端ディリクレ型の場
合と同様に一般解を求め, それを偶関数と奇関数別々に求めることができる. 偶関
数の場合は

ϕ̃ = A1 cos[m(σ, k)y],

境界条件 (16)より

m sin

[
m(σ, k)d

2

]
= 0, i.e.

m(σ, k)d

2
= nπ, m(σ, k) =

2nπ

d
,
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ただし n = 0, 1, 2, . . . であるしたがって

ϕ̃ = A1 cos
[
2nπ

d
y
]
, σ = −κ

(
k2 +

4n2π2

d2

)
, n = 0, 1, 2, . . . (17)

奇関数の場合は
ϕ̃ = A1 sin[m(σ, k)y],

境界条件 (16)より

m cos

[
m(σ, k)d

2

]
= 0, i.e.

m(σ, k)d

2
=
(
n+

1

2

)
π, m(σ, k) =

(2n+ 1)π

d
,

ただし n = 1, 2, . . . である. したがって

ϕ̃ = A1 sin

[
(2n+ 1)π

d
y

]
, σ = −κ

[
k2 +

(2n+ 1)2π2

d2

]
, n = 1, 2, . . . (18)

1.5 片側ディリクレ条件片側ノイマン境界条件の場合

片側でディリクレ条件, もう一方でノイマン型境界条件が与えられた次の境界条件
での解を求める.

ϕ̃ = 0 at y =
d

2
,

dϕ̃

dy
= 0 at y = −d

2
, (19)

この境界条件を満たす解は, 両端ディリクレ問題の偶数解の 0 ≤ y ≤ d/2 の部分が
相当する. 座標変換

ỹ = −d
2
+ 2y, y =

1

2

(
ỹ +

d

2

)
を両端ディリクレ問題の偶関数解に適用すると

ϕ̃ = A1 cos

[
(2n+ 1)π

d

1

2

(
y +

d

2

)]
= A1 cos

[(
n+

1

2

)
π

d

(
y +

d

2

)]
(20)

成長率は

σ = −κ
[
k2 +

(
n+

1

2

)2 π2

d2

]
, (21)

となる.

境界条件が入れ替わった片側でノイマン条件, もう一方でディリクレ型境界条件

dϕ̃

dy
= 0 at y =

d

2
, ϕ̃ = 0 at y = −d

2
, (22)
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の解は, 先の解を y → −y と座標変換する

ϕ̃ = A1 cos

[(
n+

1

2

)
π

d

(
−y + d

2

)]
= A1 cos

[(
n+

1

2

)
π

d

(
y − d

2

)]
. (23)

成長率は先のものとおなじである.

1.6 領域外部の境界領域でラプラス方程式に従う場合

有限の熱伝導率を持つ物質で水路両側が満たされている場合の熱拡散問題, あるい
はポロイダル磁場の拡散の問題の場合には水路領域の拡散方程式を次のような混
合型の境界条件の下で解くことになる1.

dϕ̃

dy
+ |k|ϕ̃ = 0, at y =

d

2
,

dϕ̃

dy
− |k|ϕ̃ = 0, at y = −d

2
, (24)

境界条件が対称であるから両端ディリクレ型の場合と同様に一般解を求め, それを
偶関数と奇関数別々に求めることができる. 偶関数の場合は

ϕ̃ = A1 cos[m(σ, k)y],

境界条件 (24)より

−m(σ, k) sin

[
m(σ, k)d

2

]
+ |k| cos

[
m(σ, k)d

2

]
= 0,

1領域外部の支配方程式は
∇2ϕ = 0,

x に関してフーリエ変換し, y = ±∞ で発散しない解を求めると

ϕ̃ = C1e
−|k|y

(
x ≥ d

2

)
, ϕ̃ = C2e

|k|y
(
x ≤ −d

2

)
,

境界 y = d/2 で値と 1 階微分が連続であることから

ϕ̃|d/2 = C1e
−|k|d/2,

dϕ̃

dy

∣∣∣∣∣
d/2

= −|k|C1e
−|k|d/2

これらより C1 を消去すると y = d/2 での境界条件

dϕ̃

dy

∣∣∣∣∣
d/2

+ |k|ϕ̃|d/2 = 0

が得られる. y = −d/2 の場合も同様に計算すると,

dϕ̃

dy

∣∣∣∣∣
−d/2

− |k|ϕ̃|−d/2 = 0.
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すなわち m を定める分散関係が

md

2
tan

[
md

2

]
=

|k|d
2
, (25)

と与えられる. この解は x tanx の関数形から

nπ <
md

2
<
(
n+

1

2

)
π, n = 0, 1, 2, . . .

に存在する.

奇関数の場合は
ϕ̃ = A2 sin[m(σ, k)y],

境界条件 (24)より

m(σ, k) cos

[
m(σ, k)d

2

]
+ |k| sin

[
m(σ, k)d

2

]
= 0,

すなわち m を定める分散関係が

md

2
cot

[
md

2

]
= −|k|d

2
, (26)

と与えられる. この解は x cotx の関数形から(
n+

1

2

)
π <

md

2
< (n+ 1)π, n = 0, 1, 2, . . .

に存在する.

2 非圧縮流体の粘性拡散解

幅 d の平行壁ではさまれた 2 次元水路領域での非圧縮流体の運動を考える. ス
トークス近似した 2 次元非圧縮流体の流線関数 ψ の従う方程式は

∂

∂t
∇2ψ = ν∇2∇2ψ, (27)

ここで ∇2 は 2 次元のラプラシアン

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

x, y はそれぞれ壁に平行および垂直方向の座標, ν は動粘性率である. 一般性を失
うことなく, y 座標の原点を水路の中央に選ぶことにする.
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運動学的境界条件は, 壁を通しての質量流束が 0 となることである:

ψ = const. at y = ±d
2

(28)

初期に与える x 方向の全質量流束が 0 である場合だけを考えると, この一定値を
両壁で 0 と選ぶことができる.

力学的境界条件は 2 種類考える. 自由すべり条件 (応力なし条件)の場合

∂2ψ

∂y2
= const. at boundaries. (29)

一方, 粘着条件の場合

∂ψ

∂y
= const. at boundaries. (30)

である.

2.1 フーリエ関数展開

x 方向には周期的であるからフーリエ関数系で展開して解くことができる. 以下,

その 1 波数成分のみ取りだして扱う. 時間に関しても指数型の解を仮定し,

ψ(x, y, t) = ψ̃(y)eikx+σt, (31)

これを支配方程式に代入すると,

σ

(
d2ψ̃

dy2
− k2

)
= ν

(
d2

dy2
− k2

)2

ψ̃, (32)

境界条件は, 自由すべり条件 (応力なし条件)の場合

ψ̃ =
d2ψ̃

dy2
= 0 at boundaries. (33)

一方, 粘着条件の場合

ψ̃ =
dψ̃

dy
= 0 at boundaries. (34)

である.
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2.2 最大成長率の見積もり

成長率の最大値を領域積分から見積もることができる. (32)に ψ̃∗ をかけて y 方向
に全領域積分を行い, 部分積分を繰り返すと,

∫ d/2

−d/2
dyσψ̃∗

(
d2ψ̃

dy2
− k2

)
=
∫ d/2

−d/2
dyνψ̃∗

(
d2

dy2
− k2

)2

ψ̃,

σ
∫ d/2

−d/2
dyψ̃∗d

2ψ̃

dy2
− σk2

∫ d/2

−d/2
dy|ψ̃|2

= ν
∫ d/2

−d/2
dyψ̃∗d

4ψ̃

dy4
− 2νk2

∫ d/2

−d/2
dyψ̃∗d

2ψ̃

dy2
+ νk4

∫ d/2

−d/2
dy|ψ̃|2,

σ

[
ψ̃∗dψ̃

dy

]d/2
−d/2

− σ
∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣dψ̃dy
∣∣∣∣∣
2

− σk2
∫ d/2

−d/2
dy|ψ̃|2

= ν

[
ψ̃∗d

3ψ̃

dy3

]d/2
−d/2

− ν
∫ d/2

−d/2
dy
dψ̃∗

dy

d3ψ̃

dy3

−2νk2
[
ψ̃∗dψ̃

dy

]d/2
−d/2

+ 2νk2
∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣dψ̃dy
∣∣∣∣∣
2

+ νk4
∫ d/2

−d/2
dy|ψ̃|2,

−σ
∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣dψ̃dy
∣∣∣∣∣
2

+ k2|ψ̃|2


= −ν
[
dψ̃∗

dy

d2ψ̃

dy2

]d/2
−d/2

+ ν
∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣d2ψ̃dy2
∣∣∣∣∣
2

+ 2νk2
∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣dψ̃dy
∣∣∣∣∣
2

+ νk4
∫ d/2

−d/2
dy|ψ̃|2,

−σ
∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣dψ̃dy
∣∣∣∣∣
2

+ k2|ψ̃|2
 = ν

∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣d2ψ̃dy2
∣∣∣∣∣
2

+ 2k2
∣∣∣∣∣dψ̃dy

∣∣∣∣∣
2

+ k4|ψ̃|2
 ,

ψ̃ が恒等的に 0 でないので, 左辺を不等式で押えることができて

−σ
∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣dψ̃dy
∣∣∣∣∣
2

+ k2|ψ̃|2
 > ν

∫ d/2

−d/2
dy

k2 ∣∣∣∣∣dψ̃dy
∣∣∣∣∣
2

+ k4|ψ̃|2


= νk2
∫ d/2

−d/2
dy

∣∣∣∣∣dψ̃dy
∣∣∣∣∣
2

+ k2|ψ̃|2


よって成長率の最大値が
σ < −νk2, (35)

と見積もられる.
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2.3 一般解

支配方程式を変形すると(
d2

dy2
− k2

)(
d2

dy2
− k2 − σ

ν

)
ψ̃ = 0,

この微分方程式の一般解は

ψ̃ = C1 cosh(ky) + C2 sinh(ky) + C3 cos(m(σ, k)y) + C4 sin(m(σ, k)y) (36)

ただし m(σ, k) は σ < −νk2 であることから

m(σ, k) =

√
−σ
ν
− k2, σ = −ν(k2 +m2), (37)

と与えられる.

特に境界条件の対称性から奇関数と偶関数にわけて扱える場合には, 偶関数は

ψ̃ = A1 cosh(ky) + A2 cos[m(σ, k)y], (38)

奇関数は
ψ̃ = A3 sinh(ky) + A4 sin[m(σ, k)y], (39)

となる.

2.4 両端自由すべり条件の場合

この場合の境界条件は

ψ̃ =
d2ψ̃

dy2
= 0 at y = ±d

2
. (40)

境界条件が対称なので, 解を偶関数と奇関数にわけて扱うことができる. 偶関数の
場合, (38)を (40)に代入して,

A1 cosh(kd/2) + A2 cos[m(σ, k)d/2] = 0,

A1k
2 cosh(kd/2)− A2m

2 cos[m(σ, k)d/2] = 0,

行列の形で表せば,(
cosh(kd/2) cos[m(σ, k)d/2]

k2 cosh(kd/2) −m2 cos[m(σ, k)d/2]

)(
A1

A2

)
= 0,
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A1 = A2 = 0 以外の解が存在するためには, この係数行列の行列式が 0 でなけれ
ばならない. したがって

−m2 cosh(kd/2) cos[m(σ, k)d/2]− k2 cosh(kd/2) cos[m(σ, k)d/2]

= −(m2 + k2) cosh(kd/2) cos[m(σ, k)d/2]

=
σ

ν
cosh(kd/2) cos[m(σ, k)d/2] = 0.

したがって

m(σ, k)d

2
=
(
n+

1

2

)
π, n = 0, 1, 2, . . . i.e. m(σ, k) =

(2n+ 1)π

d
(41)

成長率は

σ = −ν(k2 +m2) = −ν

k2 +
[
(2n+ 1)π

d

]2 , n = 0, 1, 2, . . . . (42)

係数 A1, A2 の組合せは(
A1

A2

)
=

(
cos[m(σ, k)d/2]

cosh(kd/2)

)
=

(
0

cosh(kd/2)

)

したがって解は

ψ̃ = A2 cos(my), m =
(2n+ 1)π

d
, σ = −ν

k2 +
[
(2n+ 1)π

d

]2 , n = 0, 1, 2, . . . .

(43)

奇関数の場合も同様に計算を行うと,(
sinh(kd/2) sin[m(σ, k)d/2]

k2 sinh(kd/2) −m2 sin[m(σ, k)d/2]

)(
A3

A4

)
= 0,

係数行列式が 0 であることから

σ

ν
sinh(kd/2) sin[m(σ, k)d/2] = 0.

したがって,

m(σ, k)d

2
= nπ, n = 1, 2, . . . i.e. m(σ, k) =

2nπ

d
(44)

成長率は

σ = −ν(k2 +m2) = −ν
[
k2 +

(
2nπ

d

)2
]
, n = 1, 2, . . . . (45)
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係数 A1, A2 の組合せは(
A1

A2

)
=

(
sin[m(σ, k)d/2]

sinh(kd/2)

)
=

(
0

sinh(kd/2)

)

したがって解は

ψ̃ = A4 sin(my), m(σ, k) =
2nπ

d
, σ = −ν

[
k2 +

(
2nπ

d

)2
]
, n = 1, 2, . . . .

(46)

2.5 両端粘着条件の場合

この場合の境界条件は

ψ̃ =
dψ̃

dy
= 0 at y = ±d

2
. (47)

境界条件が対称なので, 解を偶関数と奇関数にわけて扱うことができる. 偶関数の
場合, (38)を (47)に代入して,

A1 cosh(kd/2) + A2 cos(m(σ, k)d/2) = 0,

A1k sinh(kd/2)− A2m sin(m(σ, k)d/2) = 0,

行列の形で表せば,(
cosh(kd/2) cos(m(σ, k)d/2)

k sinh(kd/2) −m sin(m(σ, k)d/2)

)(
A1

A2

)
= 0,

A1 = A2 = 0 以外の解が存在するためには, この係数行列の行列式が 0 でなけれ
ばならない. したがって

−m cosh(kd/2) sin(m(σ, k)d/2)− k sinh(kd/2) cos(m(σ, k)d/2) = 0,

すなわち, 成長率 σ と y 方向の波数 m(σ, k) を定めるための分散関係が

m(σ, k)d

2
tan

(
m(σ, k)d

2

)
= −kd

2
tanh

(
kd

2

)
, (48)

と得られる. 与えられた k, d からこの式を満たす m を数値的に求めることによ
り, (37)から成長率 σ と y 方向の波数 m の組合せを得ることができる. これを満
たす解は x tanx の関数形から(

n+
1

2

)
π <

m(σ, k)d

2
< (n+ 1)π, n = 0, 1, 2, . . .

et˙diffusion.tex 平成 18 年 2 月 13 日 (竹広真一)



2 次元水路での拡散方程式解 2 非圧縮流体の粘性拡散解 13

に存在することがわかる. (38)の定数係数は(
A1

A2

)
= const. ·

 cos
[
m(σ,k)d

2

]
− cosh

(
kd
2

)  . (49)

奇関数の場合も同様に計算することができて,(
sinh(kd/2) sin(m(σ, k)d/2)

k cosh(kd/2) m cos(m(σ, k)d/2)

)(
A3

A4

)
= 0,

係数行列式が 0 であることから,

m sinh(kd/2) cos(m(σ, k)d/2)− k cosh(kd/2) sin(m(σ, k)d/2) = 0,

したがって分散関係は

m(σ, k)d

2
cot

(
m(σ, k)d

2

)
=
kd

2
coth

(
kd

2

)
, (50)

と得られる. 与えられた k, d からこの式を満たす m を数値的に求めることによ
り, (37)から成長率 σ と y 方向の波数 m の組合せを得ることができる. これを満
たす解は x cotx の関数形から

nπ <
m(σ, k)d

2
<
(
n+

1

2

)
π, n = 0, 1, 2, . . .

に存在することがわかる. (39)の定数係数は(
A3

A4

)
= const. ·

 sin
[
m(σ,k)d

2

]
− sinh

(
kd
2

)  . (51)

2.6 片側粘着条件片側自由すべり条件の場合

まず y = d/2 で粘着条件, y = −d/2 で自由すべり条件の場合を考える. この場合
の境界条件は,

ψ̃ = 0 at y = ±d
2
,

dψ̃

dy
= 0 at y =

d

2
, ψ̃ =

d2ψ̃

dy2
= 0 at y = −d

2
. (52)

両端粘着条件の奇関数解の 0 ≤ y ≤ d/2 の部分がちょうどこの境界条件を満たす
解となっている. そこで, 領域 −d ≤ y ≤ d での奇関数解を求めると, 一般解

ψ̃ = A3 sinh(ky) + A4 sin [m(σ, k)y] (53)

et˙diffusion.tex 平成 18 年 2 月 13 日 (竹広真一)



2 次元水路での拡散方程式解 2 非圧縮流体の粘性拡散解 14

に対する分散関係を (50)にて d/2 → d として

m(σ, k)d cot[m(σ, k)d] = kd coth(kd), (54)

である. (39)の定数係数は(
A3

A4

)
= const. ·

(
sin(md)

− sinh(kd)

)
. (55)

このようにして求まった解を y 方向に −d/2 平行移動させたものが求める解で
ある.

ψ̃ = A3 sinh

[
k

(
y +

d

2

)]
+ A4 sin

[
m

(
y +

d

2

)]
(56)

成長率は (37)より, 定められた m から σ = −ν(k2 +m2) で計算される.

境界条件が逆になった, y = d/2 で自由すべり条件, y = −d/2 で粘着条件の場合,

すなわち

ψ̃ = 0 at y = ±d
2
, ψ̃ =

d2ψ̃

dy2
= 0 at y =

d

2
,

dψ̃

dy
= 0 at y = −d

2
. (57)

の解は, 上の解の y 方向の平行移動を d/2 に変えるだけで得られる.

ψ̃ = A3 sinh

[
k

(
y − d

2

)]
+ A4 sin

[
m

(
y − d

2

)]
(58)
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