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要旨

linear shear流中を伝播する浅水波の振舞いを考察し，不安定モードとの関係を議論した．
浅水波が turning levelに入射すると振幅が大きくなって反射される過剰反射が生じる．これ
は disturbance momentum保存則により説明することが出来る．一方不安定モードのもつ
disturbance momentumは 0である．これよりdisturbance momentumのやり取りからみる
と不安定モードと過剰反射は同じ現象であることがわかる．すなわち両符号の disturbance

momentumを持つ波がシアー流中に存在し，片方の波が自分の持つdisturbance momentum

と逆符号のdisturbance momentumをもう一方の波に与えて自分が増幅する現象である．ま
た，disturbance momentum,disturbance energyの符号が基本場の性質だけで決まる特別な
場合には，これらの保存則から積分定理が導かれることを示した．
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第1章 Introduction

１９世紀後半のReynoldsの実験，あるいはRayleighによる理論的な取扱以来，様々な流れ
の場について安定性を調べることが行われてきた．その目標は支配方程式系の解として求
めた流れの場が自然界に実現し得るものであるか否かを判定することであった．また，あ
るときには安定性の吟味よりも不安定である（と判定された）流れの場がどのように他の
状態へ移行するか，あるいは最も速く発達する擾乱はどのような構造かに興味が集中する
こともあった．例えば，層流状態から乱流状態への移行の出発点として流れの安定性が議
論された．気象学においては南北温度傾度に伴う軸対称流の安定性から中緯度の低気圧を
説明することが行われた．

流れの場の安定性は次のような手順で調べられる．安定性を調べる流れの場を基本場とい
う．基本場に対して与えられた擾乱の振幅が微小であるとして支配方程式系を線型化する．
これを解くことにより得られる擾乱の振舞いから基本場の安定性を判定する．

しかし一般的な流れの場について解くことが難しいため，多くの場合は簡単でしかも有用
な結果が得られる２次元平行シアー流について安定性を調べることが行われた．このとき
にはさらに次のように手順を進めることが行われる．安定性を調べる流れの向きに x軸，
直角方向に y軸をとる．擾乱の振舞いが exp(ik(x− ct)) に比例すると仮定し変数分離を行
う．その結果，線型方程式系を解くことがｙ方向の境界条件を満たす固有値ｃを求める固
有値問題を解くことに帰着する．得られた固有値のうち一つでも Im[c] > 0 のものが存在
すれば, 対応する固有解は時間に関して指数的に増大する解（不安定モード）である．こ
のとき基本場は不安定と判定される．

ところが最も簡単な２次元平行シアー流の場合でも，連続的に変化する流れについて固有
値問題を解析的に解くことはほとんどの場合不可能であった．そこで計算機のなかった時
代には，Im[c] > 0の解が存在するための基本場に関する条件を求めることが行われた．そ
れらは流体全体にわたる積分式から証明されるために積分定理と呼ばれる．例えば最も有
名ななものの一つとしてRayleighの変曲点定理がある．主な積分定理を以下に挙げる．
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• 非圧縮流体（外力なし）（図１ (a)）

– Rayleigh-Kuoの定理（Rayleigh(1880),Kuo(1949)）
不安定モードが存在するためには場の渦度が極値を持たねばならない．

dQ

dy
≡ β − d2U

dy2
= 0 at y = ys, y1 < ys < y2

– Fjφrtoftの定理（Fjφrtoft(1950)）
U(y)が単調な関数で，かつ変曲点 ys : dQ/dy = 0がただ１つしか存在しない流
れにおいて不安定モードが存在するためには，変曲点において

(
d2Q

dy2

)
y=ys

·
(
dU

dy

)
y=ys

> 0

を満たす必要がある．

• 非圧縮流体（成層あり）（図１ (b)）

– Syngeの定理（Synge(1933)）
不安定モードが存在するためには流れのどこかで

d

dz

(
ρ
dU

dz

)
− 2(U − cr)

| U − c |2 ρN
2 = 0

となる点が存在することが必要である．N2 ≡ −g
�
d�
dz
は Brunt− V äisälä 振動

数である．

– Miles-Howardの定理（Miles(1961),Howard(1961)）
不安定モードが存在するためには流れのどこかにRichardson Numberが 1/4よ
り小さい領域が存在することが必要である．

Ri ≡ N2

(dU/dz)2
<

1

4

• Shallow water（図１ (c)）

– Ripaの定理（Ripa(1983)）
流れが不安定であるためには，すべての実数 cについて (U − c)Qy > 0　ある
いは　 gH < (U − c)2となる点が流れのどこかに存在することが必要である．
Q ≡ (f − dU

dy
)/H は場のポテンシャル渦度である．
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(a) 非圧縮流体（外力なし）

(b) 非圧縮流体（成層あり）

(c) Shallow water

図１．二次元平行シアー流の不安定問題
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やがて計算機が発達して様々な流れの安定性が計算できるようになると，基本場,境界条
件をすこし変えただけで結果が大きく変化してしまうことがわかった．そのために結局状
況ごとに固有値問題を解かねば安定性を議論できなかった．例えば外力のない非圧縮流体
の linear shear流では不安定モードは存在しない．しかし同じ linear shearでも成層が存在
すると不安定になり得る．このことは成層が流体を安定させる方向に働くという印象に反
する．また，Shallow Waterにおいても linear shearは不安定になりうる．このように同じ
linear shearでも結果はまちまちであり，直観に反する場合もある．

固有値問題として扱う場合はその手順が数学的であるため機械的に答えを出せる．しかし
計算できることが即理解することにつながるとは限らない．例えば前出の積分定理も証明
が純粋な数学的操作でのみ導かれるためにその物理的意味がわかりにくい．なぜ変曲点が
無いと不安定でないのかわれわれは直観的イメージを持たないのである．固有モードにつ
いても同様である．exp(ik(x− ct))に比例するという特定の振舞いをする擾乱（固有モー
ド）のみ取り出したために，擾乱を流れの場に加えるとどのようになっていくかという因
果関係を知らない．そのため固有値問題を状況ごとに解かねば流れの安定性がわからない
のである．

このように，最も簡単な２次元平行シアー流の場合でさえその安定性は状況ごとに計算し
てみなければわからないという悲惨な状況である．しかもなぜ不安定であるのかという問
いに対する物理的なイメージを持たない．本研究の目的はさまざまな２次元平行シアー流
の安定性をひとまとめにして理解することである．理解するとはどういうことであろうか．
そのために，われわれがよく知っている鉛筆の不安定を見てみよう．逆さまに立てられた
鉛筆は不安定であることをわれわれは容易に理解できる．つっついたら（つっつかなくて
も）すぐ倒れてしまうことをよく経験している．擾乱を与えた後どのようなことが起こる
かを想像できるので，すぐに不安定であると理解できるのである．しかし流れの場合は，擾
乱をシアー流に加えたときどの様に振舞うかイメージを持たない．そこで次章ではLinear

shear流をもつ Shallow Waterを例に，シアー流に加えられた擾乱がどのように振舞うか，
そのイメージを作ることにする．そのために波（シアー流中を伝播する擾乱）の性質を用
いて「不安定」を記述することを行う．３章では２章で得られたイメージからあらためて
不安定モードについて考察する．
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第2章 波による不安定の記述～過剰反射

2.1 シアー流中の波の伝播性質

Shallow Waterの安定性は，Satomura(1981)が linear shear流について調べている．そこ
では十分シアーが強ければ流れは不安定であるという結果が得られている．ここでは不安
定である linear shear 流に対して擾乱を与えたらどうなるか考えてみる．与えられた擾乱
は浅水波としてシアー流中を伝播していくことが予想される．そこで波としての振舞いを
調べるために，WKB近似を用いてその伝播性質を調べる．

２次元浅水波方程式から出発する．図１ (c)に示した状況の下での浅水波方程式は次のよ
うに書ける．

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −g

∂h

∂x
, (2.1)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −g

∂h

∂y
, (2.2)

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0. (2.3)

基本場 u = U(y)，v = 0, h = H(=const.) に対する擾乱の線型方程式を作る．
(2.1)～(2.3)に u = U(y) + u′，v = v′, h = H + h′ を代入し擾乱量の２次以上の項を無視す
ると

∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ v′

∂U

∂y
= −g

∂h′

∂x
, (2.4)

∂v′

∂t
+ u′∂v

′

∂x
= −g

∂h′

∂y
, (2.5)

∂h′

∂t
+ U

∂h′

∂x
+H

∂u′

∂x
+H

∂v′

∂y
= 0. (2.6)

となる．(2.4)～(2.6)から u′, v′を消去すると，変位だけの式

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)⎧⎨
⎩
(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)2

h′ − gH∇2h′
⎫⎬
⎭+ 2gH

dU

dy

∂2h′

∂x∂y
= 0. (2.7)

が得られる．ここで2-timing法を用いる．ある微小parameterを用いて新しい座標系 (X, Y, T ) =

ε(x, y, t) を導入する．(X, Y, T ) は (x, y, t)に比べてゆっくりとした空間時間変化を表わす
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座標系である．表面変位 h′について次の形を仮定する（ＷＫＢ近似）．

h′ =
∞∑
n=0

εnAn(X, Y, T )ei
ϑ(X,Y,T )

ε , (2.8)

X = εx, Y = εy, T = εt. (2.9)

これは位相 ei
ϑ(X,Y,T )

ε が振幅 A(X, Y, T ) に比べて速く変化する波束を表わしている．さら
に基本場の流れ U(y)が y方向にゆっくりと変化すると仮定する．すなわち U = U(Y ) で
ある．(2.8)を (2.7)に代入しεの orderでまとめる．εの０次から局所分散関係が次のよう
に求まる．

ω = Uk ±
√
gH(k2 + l2) (2.10)

ただし x方向の局所波数 k，y方向の局所波数 l，振動数 ωの定義は次のとおりである．

k =
1

ε

∂ϑ

∂x
=

∂ϑ

∂X
, (2.11)

l =
1

ε

∂ϑ

∂y
=

∂ϑ

∂Y
, (2.12)

ω = −1

ε

∂ϑ

∂t
= − ∂ϑ

∂T
, (2.13)

(2.14)

流れの速度 U と波の位相速度 c ≡ ω
k
が等しいところを critical level，y方向波数 lが０に

なるところを turning levelという．lが実数である領域は波として y方向に伝播可能な波
領域 (wavy)である．lが虚数となる領域は波として伝播できない領域 (evanecsent)である．
局所分散関係から求めた波伝播性質を表わしたのが図２である．critical level付近が波伝
播不可能な領域になっている．

図 2. linear shear 流中の浅水波の伝播性質

図２のように y → −∞から k, c一定の波束を与え,その振舞いを考える．波束の y方向の
伝播速度は
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cgy ≡ ∂ω

∂l
=
√
gH

l√
k2 + l2

(2.15)

l → 0 で cgy → 0となる．turning level に近づくにしたがって y方向群速度が０になって
いく．ある場所 y0に存在する波束が turning levelに達するまでの時間は

∫ yt

y0

dy

cgy
=
∫ 0

l(y0)

1

cgy

dy

dl
dl =

l(y0)

2k(dU/dy)
(2.16)

したがって波束は有限時間内に turning levelに達することができる．しかし turning level

に達した後波束がどうなるかはWKB近似の範囲では予測できない．そこで線型方程式を
数値的に解いてみた．線型方程式 (2.4)～(2.6)を xについて Fourier変換すると

(
∂

∂t
+ ikU

)
u′ + v′

dU

dy
= −ikgh′, (2.17)

(
∂

∂t
+ ikU

)
v′ = −g

∂h′

∂y
, (2.18)

(
∂

∂t
+ ikU

)
h′ +H

(
iku′ +

∂v′

∂y

)
= 0 (2.19)

Gaussian型の振幅をもつ波束を初期値として与えて (2.17)～(2.19)を時間積分した結果が
図３である (Appendix.A)．turning levelに達するまではWKB近似での考察どおりである
が，turning levelに達した後は波伝播不可能な領域をすり抜けていく波束と turning level

で反射する波束に分かれて，それぞれ波伝播不可能な領域から遠ざかる方向に伝播してい
く．注目すべきことは turning levelに入射した波束に比べて反射した波束の振幅が大きく
なる過剰反射となっていることである．
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図 3. linear shear流中を伝播する浅水波
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2.2 disturbance momentum保存則と過剰反射

過剰反射はどのようにして生じるのであろうか．そのために x方向の運動量保存則から過
剰反射を考えてみる．

浅水波方程式 (2.1)に hをかけ，(2.3)に uをかけて xについて平均すると x方向の運動量
保存則が得られる．すなわち

∂

∂t
(hu) +

∂

∂y
(huv) = 0. (2.20)

上線はxについての平均を表わす．y方向に積分することにより全運動量保存則が得られる．

dM

dt
= 0, M ≡

∫
hudy (2.21)

ただし境界条件として y → ±∞ で v = 0 とした（すなわち y → ±∞での運動量の入射，
射出はない）．

各物理量を次のように基本場と擾乱量，さらに擾乱によって引き起こされる高次の微小擾
乱量に展開する．

u = U(y) + u′ + u(2), v = v′ + v(2), h = H + h′ + h(2) (2.22)

これらを (2.21)に代入すると
M = M0 +M1 +M2, (2.23)

ただし

M0 =
∫
HUdy, (2.24)

M1 =
∫
(Hu(2) + Uh(2))dy, (2.25)

M2 =
∫

h′u′dy (2.26)

である．M2は擾乱の持つ運動量，M1は擾乱によって引き起こされる高次の微小擾乱の持
つ運動量である．Md ≡ M1 +M2は擾乱の存在するときと存在しないときの運動量の差で
ある．これを disturbance momentumと呼ぶことにする．ところでM0は基本場の持つ運
動量であり時間変化しない．全運動量が保存することから disturbance momentumは保存
しなければならない．

さらにポテンシャル渦度保存則を用いて M1を y方向変位 η′で表わすことができる (Ap-

pendix.B)．その結果 M1 は

M1 =
∫

1

2

d2U

dy2
H2η′2dy, (2.27)
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となる．したがって disturbance momentumは

Md =
∫
(h′u′ +

1

2

d2U

dy2
H2η′2)dy, (2.28)

と表わすことができる．さて，linear shear流の場合について disturbance momentum保存
則を考える．d2U

dy2
= 0であるからMd =

∫
h′u′dyである．さらに disturbance momentumを

WKB近似を用いて書き直すと

Md ∼
∫ (

− g

U − c

)
h′2dy. (2.29)

となる．この式は，入射する波束の持つ disturbance momentumが正であれば波伝播不可
能な領域を透過した波束の持つ disturbance momentumが負であることを示している．全
disturbance momentumが保存することから反射する波束の持つ disturbance momentum

は入射波束に比べて大きくなる（図４）．これが過剰反射である．

すなわち過剰反射とは，入射波が自分の持つdisturbance momentumと逆符号のmomentum

を透過波に与えた結果，反射波の disturbance momentumが増加する現象であることがわ
かる．

図 4. 過剰反射のイメージ
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2.3 Laser Formula

シアー流中を伝播する波が過剰反射を起こすこととシアー流が不安定であることとはどの
ような関係にあるのだろうか．両者を結びつける一種の思考モデルとしてLaser Formula

と呼ばれるものがある．この考え方に基づく一連の研究が Linzen等によって行われている．
彼等は内部重力波が存在する系や傾圧不安定について Laser Formulaを用いて成長率を計
算し，不安定モードのそれと比較している．Laser Formulaの考え方は次のようなもので
ある．

critical levelに入射した波が R倍 (R > 1)で反射される場において，入射波領域に壁をお
くことを考える（図５ (a)）．入射波に対してR倍の振幅を持つ反射波は壁ではねかえって
critical level へ向かって入射する（図５ (b),(c),(d)）．これが新たな入射波となり再び 過
剰反射 をおこし反射波の振幅はR2となる．これが繰り返されることにより振幅が時間に
関して指数的に増大していく (図５（e）)．

成長率は次のように計算される．反射壁 y = ybと turning levely = ytの間を波が伝播する
のに要する時間 τ は

τ =
∫ yb

y

dy

cgy
(2.30)

である．壁と critical level の間を１回往復する間に振幅がＲ倍になるので

R = e2kciτ , (2.31)

したがって成長率 kciは

kci =
logR

2τ
(2.32)

と見積られる．しかし，全ての波が上記のような指数的増大をするのではない．壁ではね
かえった入射波と，もともとの入射波の位相がずれる波は互いに打ち消しあって振幅が増
大しないであろう．過剰反射を起こす波のうち，ある位相関係（例えば壁と critical level

の間が半波長の整数倍等）を満たす入射波と反射波だけが不安定モードとなると考えられ
る（Linzen等はこれを量子化条件と言っている）．

反射壁と critical levelの間を伝播する擾乱は critical levelに突入するごとに逆符号のmomen-

tumを透過領域に出して自分が増幅していく．これがLaser Formulaから得られるShallow

Waterの不安定のイメージである．
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図 5. Laser Formula
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2.4 Satomura(1981) との対応

Laser Formulaの考え方でどの程度不安定モードを表現できるであろうか．このことを調べ
るために linear shear流に加えられた擾乱の成長率をLaser Formulaで計算し，固有値問題
を解いて得られる不安定モードの成長率と比較してみた．図６ (a)が Satomura(1981)の考
える状況である．これを図６ (b)のような波伝播状況での反射率から成長率を見積る．反射,

透過率を見積もるには，透過波領域で critical levelから遠ざかる方向に進む波しかないと
いう境界条件を与えて定常解を求める（Appendix.C）．図７はFr=7.0,k=4.0での計算例で
ある．critical levelから遠方での定常解の振舞いから反射率，透過率が計算される（図８）．
不安定モードと対応させるにはさらに量子化条件が必要である．ここではRe[dh′/dy] = 0

を用いた．

図 6. Satomura(1981) と Laser Formula による解釈
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図 7. linear shear 流の浅水波の過剰反射解

結果を図９に示す．(a)はFr=5.0の場合，(b)は Fr=7.0の場合の計算，上段はSatomura(1981)，
下段は Laser Formulaによる計算である．図中 cr < 1

Fr
の部分は描いていない．この範囲

の位相速度 cr をもつモードは流れの profileが折れ曲がっていることの影響をうけるので
Laser Formulaの分散関係,成長率と比較できない．図中（ｘ）で示した部分も同じ理由で
比較できない．

不安定モードの成長率に比べてLaser Formulaによって計算された成長率の方が大きい．そ
の理由として一つには反射壁と turning levelの間の往復時間が正しく見積れないことが挙
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げられる．WKB近似では turning levelに入射した波が反射されるまでに要する時間を計
算できない．しかし重大な理由がもう一つある．過剰反射は線型方程式系の定常解であり，
不安定モードは非定常解である．相反する性質をもつ二つの解を結びつけるところに根本
的な無理がある．したがって成長率を定量的に比較することはあまり意味がない．Laser

Formula はあくまで不安定をイメージする思考モデルとして扱うのが適当であり，成長率
を定性的に表現できれば十分である．その意味では，図９の結果を見ると Satomura(1981)

の不安定は Laser Formulaで表現できるといえる．

図 8. 反射係数, 透過係数

図 9. 分散関係, 成長率の比較
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第3章 固有値問題と保存則

linear shear流中を伝播する浅水波の性質：過剰反射から不安定現象のイメージが得られた．
すなわち不安定とは両符号の disturbance momentumを持つ波が存在できるときには，片
方の波が自分の持つ disturbance momentumと逆符号の disturbance momentumをもう一
方の波に与えて自分が増幅する現象である．

では，あらためて disturbance momentum保存則から不安定モードをながめてみる．不安
定モードは振幅が時間とともに増幅していく解である．disturbance momentumは振幅の
２乗に比例する量である．しかし不安定モードについてもこれは保存しなければならない．
したがって不安定モードの disturbance momentumは０である．

このことは，不安定モードには正符号の disturbance momentumを持つ擾乱の存在すると
ころと負の disturbance momentumを持つ擾乱が存在するところがあり，それらの擾乱が
それぞれ増幅していくことを示す（図１０）．正符号の disturbance momentumを持つ擾
乱を中心に考えると，この擾乱は負の disturbance momentumを持つ擾乱に負の運動量を
与えて自分が増幅していくとみることができる．これは過剰反射から得られたイメージと
同じである．

特に擾乱の disturbance momentumの符号が基本場の性質だけで決まる特別な場合には，
これらの保存則から積分定理が導かれる．一つ例を示そう．さきに求めた Shallow Water

での disturbance momentum保存則は

Md =
∫ (

h′u′ +
1

2

d2U

dy2
H2η′2

)
dy. (3.1)

であった．ここで g → ∞, h′ → 0の極限を取ると２次元非圧縮流体（外力なし）の状況に
一致する．そのときの disturbance momentumは

Md =
∫ (

1

2

d2U

dy2
H2η′2

)
dy. (3.2)

と書ける．disturbance momentumの符号は基本場の流れの曲率だけで決まる．disturbance
momentumが正である擾乱と負である擾乱がどちらも存在するには流れのどこかで d2U

dy2
= 0

となる必要がある．これがRayleighの変曲点定理である．

これまでは disturbance momentum保存則で議論した．同様の議論をエネルギー保存則に
ついて行うことができる（Appendix.D）．その結果，前出の積分定理と保存則の対応関係
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がつけられる（表１）．

図 10. 不安定モードのイメージ

momentum保存則　 energy,momentum保存則

非圧縮・外力なし Rayleigh-Kuoの定理　 Fjortoftの定理
非圧縮・成層あり 　 Syngeの定理　　

Shallow Water 　　　　　　　　 Ripaの定理

表１．保存則と積分定理
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第4章 まとめ・今後の問題点

linear shear流中を伝播する浅水波を例にして，シアー流中を伝播する擾乱（波）の性質を
用いて「不安定」を記述することを行った．得られた不安定のイメージは，両符号の dis-

turbance momentumを持つ波がシアー流中に存在し，片方の波が自分の持つ disturbance

momentumと逆符号のmomentumをもう一方の波に与えて自分が増幅するということで
ある．積分定理のいくつかは disturbance momentum，disturbance energyが両方の符号の
波が存在する不安定となるために必要であることを主張するものであった．

擾乱を「波」としてとらえることができるときには次のような利点がある．一つはシアー
流に擾乱を与えたとき何が起こるかを，少なくとも数学的な固有値問題に比べて，イメー
ジしやすいことである．他の一つは「波」という一般的な言葉で記述することにより異な
る系での安定性を同じ考え方で議論できることが期待される．例えば前出の例を次のよう
に解釈できる．外力のない非圧縮流体の linear shear流に不安定モードが存在しないのは
シアー流中を伝播する波がないことによる．しかし曲率のある流れでは基本場に渦度傾度
が存在する．そのため擾乱は渦度波（Vorticity wave）として伝播できるので不安定になり
得る．また同じ linear shear流でも成層が存在すると不安定になるのは擾乱が内部重力波
としてシアー流中を伝播することによる．Shallow Waterにおいて linear shear流が不安定
になりうるのも擾乱が浅水波として伝播するからである．

しかし残念ながら重大な問題点が残されている．それは critical level付近における波の振
舞いである．例えば内部重力波の場合には critical levelまで波伝播可能な時は波が有限時
間内に critical levelまで達することができない．すなわち波の「吸収」がおきる（Brether-

ton(1966)）．浅水波の場合には critical level付近が波伝播不可能な領域である．そのため
critical levelへ入射した波は critical levelを通り越して反対符号のdisturbance momentum

を持つ波と相互作用が可能となり過剰反射をおこす．渦度波の場合は critical levelまで波
伝播可能であってもWKB近似が成立しなくなるので擾乱がどのように振舞うか解いてみ
なければわからない．このように基本場の性質によって波の振舞いはいろいろな場合があ
る．

定常解（過剰反射解）を求めるときにも critical levelの問題が生じる．一般に critical level

は数学的に特異点であり，そこではmomentum fluxにとびが存在する（linear shear流中
の浅水波の場合はとびが存在しない）．これは次の二つの点で問題を難しくしている．一
つは critical levelにおける Fluxのとびを見積るには，critical level付近の解を具体的に求
めるしか方法が無いことである．他の一つは，critical levelにおける特異性（Fluxのとび）
の物理的な解釈である．critical levelにおいて何が起こっているのか，あるいは何が起こ
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るのかを知るために浅水波以外の場合について時間発展問題を解いてみる必要がある．

このように，不安定を「波」の伝播性質で記述するにはまだ問題点が多い．しかし distur-

bance momentumのやりとりという観点からみるとき浅水波の過剰反射は不安定のイメー
ジをよく表わしている．
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第A章 線型浅水波方程式の数値積分

(2.17)～(2.19)を数値的に解くために用いたスキームを以下に示す．

vτ+1
j − vτj
Δt

+ ikUj

(
αvτ+1

j + βvτj
)
= −g

hτ
j − hτ

j−1

Δy
, (A.1)

uτ+1
j − uτ

j

Δt
+ ikUj

(
αuτ+1

j + βuτ
j

)
+

Uj+1/2 − Uj−1/2

Δy
vτ+1
j = −ikghτ

j , (A.2)

hτ+1
j − hτ

j

Δt
+ ik(Uj+1/2 + Uj−1/2)(αh

τ+1
j + βhτ

j ) +H

(
ikuτ+1

j +
vτ+1
j+1 − vτ+1

j

Δy

)
= 0. (A.3)

ただし α = β = 0.5とした．図３は Fr ≡ U2

gH
= 10.0, k = 0.5で計算を行った．

app/shurona1.tex 1992/04/28(竹広真一)



浅水波の過剰反射とシアー不安定第B章 disturbance momentum，disturbance energy保存則 22

第B章 disturbance momentum，
disturbance energy保存則

B.1 浅水波方程式 (β − plane)

β − planeでの浅水波方程式から出発する．

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− fv = −g

∂h

∂x
, (B.1)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ fu = −g

∂h

∂y
, (B.2)

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0. (B.3)

ただし f = f0 + βy である．(B.1) · hu+ (B.2) · hv と (B.3)よりエネルギー保存則が得ら
れる 1 ．

∂e

∂t
+

∂

∂y

[{
1

2
h(u2 + v2) + gh2

}
v

]
= 0, (B.4)

e =
1

2
h(u2 + v2) +

1

2
gh2. (B.5)

上線は xについての平均を表わす．y方向に積分することにより全エネルギー保存則が得
られる．

dE

dt
≡ d

dt

∫
edy = 0. (B.6)

同様に (B.1) · hと (B.3) から運動量保存則が得られる．

∂m

∂t
+

∂

∂y

{
h

(
u− f 2

2β

)
v

}
= 0, (B.7)

m = h

(
u− f 2

2β

)
, (B.8)

dM

dt
≡ d

dt

∫
mdy = 0. (B.9)

1 境界を通してのエネルギー（運動量）の入射、射出がないものとする．例えば y → ±∞で v = 0など．
以下の場合も同様の仮定の下に議論する．
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各物理量を基本場と擾乱量，さらに擾乱によって引き起こされる高次の微小擾乱量に展開
する．

u = U(y) + u′ + u(2), v = v′ + v(2), h = H(y) + h′ + h(2) (B.10)

これらを (B.6)，(B.9 )に代入すると

E = E0 + E1 + E2, (B.11)

E0 =
∫

1

2
HU2 +

1

2
gH2dy, (B.12)

E1 =
∫ (

HUu(2) + gHh(2) +
1

2
h(2)U2

)
dy, (B.13)

E2 =
∫ {

1

2
H(u′2 + v′2) + Uh′u′ +

1

2
gh2

}
dy, (B.14)

M = M0 +M1 +M2, (B.15)

M0 =
∫

HUdy, (B.16)

M1 =
∫ {

Hu(2) +

(
U − f 2

β

)
h(2)

}
dy, (B.17)

M2 =
∫
h′u′dy. (B.18)

(B.19)

E2(M2)は擾乱の持つエネルギー（運動量），E1(M1)は擾乱によって引き起こされる高次
の微小擾乱の持つエネルギー（運動量）である．Ed ≡ E1 + E2(Md ≡ M1 + M2)は擾乱
の存在するときと存在しないときのエネルギー（運動量）の差である．これを disturbance

energy(disturbance momentum)と呼ぶことにする．ところで E0(M0)は基本場の持つエ
ネルギー（運動量）であり時間変化しない．全エネルギー（運動量）が保存することから
disturbance energy(disturbance momentum)は保存しなければならない．

E2,M2 の時間変化を計算する．(B.1)～(B.3)に (B.10)を代入して展開した一次の orderの
方程式は

∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
−HQv′ = −g

∂h′

∂x
, (B.20)

∂v′

∂t
+ U

∂v′

∂x
+ fu′ = −g

∂h′

∂y
, (B.21)

∂h′

∂t
+ U

∂h′

∂x
+

∂

∂x
(Hu′) +

∂

∂y
(Hv′) = 0. (B.22)

ただしQ ≡ (f − dU
dy
)/Hは基本場の持つポテンシャル渦度である．(B.20) ·Hu′ + (B.21) ·

Hv′ + (B.22) · gh′ を x方向に平均し，y方向に積分するとE2の時間変化が得られる．
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dE2

dt
= −

∫
H2Uq′v′dy. (B.23)

同様に (B.20) · h′ + (B.22) · u′よりM2 の時間変化が得られる．

dM2

dt
= −

∫
H2q′v′dy. (B.24)

次にE1,M1の時間変化を計算する．(B.1)～(B.3)に (B.10)を代入して展開した２次の式は

∂u(2)

∂t
+ U

∂u(2)

∂x
+ u′∂u

′

∂x
+ v′

∂u′

∂y
−Qv(2) = −g

∂h(2)

∂x
, (B.25)

∂v(2)

∂t
+ U

∂v(2)

∂x
+ u′∂v

′

∂x
+ v′

∂v′

∂y
+ fu(2) = −g

∂h(2)

∂y
, (B.26)

∂h(2)

∂t
+ U

∂h(2)

∂x
+

∂

∂x
(Hu(2)) +

∂

∂y
(Hv(2)) +

∂

∂x
(h′u′) +

∂

∂y
(h′v′) = 0. (B.27)

である．(B.25) ·HU + (B.27) · (gH + 1
2
U2)よりE1の時間変化の式が得られる．

dE1

dt
=
∫
H2Uq′v′dy. (B.28)

(B.25) ·H + (B.27) · (H − f2

2β
)よりM1の時間変化が得られる．

dM1

dt
=
∫ y2

y1
H2q′v′dy. (B.29)

(B.23),(B.24),(B.28),(B.29)から再び disturbance energy，disturbance momentum保存則
が得られる．

dEd

dt
=

d

dt
(E1 + E2) = 0, (B.30)

dMd

dt
=

d

dt
(M1 +M2) = 0. (B.31)

(B.32)

ここでポテンシャル渦度保存則を用いてE1,M1をy方向の変位で表す．− ∂
∂y
(B.20)+ ∂

∂x
(B.21)

と (B.22)から一次の orderのポテンシャル渦度保存則が導かれる．

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
q′ +

dQ

dy
v′ = 0, q′ ≡ 1

H

(
∂v′

∂x
− ∂u′

∂y
−Qh′

)
. (B.33)

ここで流体粒子の y方向変位 η′を次のように定義する．

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
η′ = v′. (B.34)

これを (B.33)に代入してポテンシャル渦度Q′と変位 η′の関係が得られる．
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q′ = −dQ

dy
η′. (B.35)

この関係を用いて q′v′を η′で表わすと

q′v′ = −1

2

dQ

dy

∂

∂t
η′2. (B.36)

となる．これを (B.28),(B.29)に代入すると，

dE1

dt
= − d

dt

∫ y2

y1

1

2

dQ

dy
H2Uη′2dy,

dM1

dt
= − d

dt

∫ y2

y1

1

2

dQ

dy
H2η′2dy. (B.37)

時間 t で積分すると E1,M1 は

E1 = −
∫ y2

y1

1

2

dQ

dy
H2Uη′2dy, M1 = −

∫ y2

y1

1

2

dQ

dy
H2η′2dy. (B.38)

となる．ただし積分定数は 0 とした．よって disturbance energy，disturbance momentum

保存則は

Ed =
∫ {

1

2
H(u′2 + v′2) + Uh′u′ +

1

2
gh2 − 1

2

dQ

dy
H2Uη′2

}
dy, (B.39)

Md =
∫ (

h′u′ − 1

2

dQ

dy
H2η′2

)
dy. (B.40)

となる．

B.2 ２次元非圧縮流体（外力なし）

Shallow Waterにおいて h′ → 0, g → ∞の極限を取ると２次元非圧縮流体（外力なし）の
状況に一致する．このときの disturbance energy，disturbance momentum保存則は

Ed =
∫ {

1

2
(u′2 + v′2)− 1

2

dQ

dy
Uη′2

}
dy, (B.41)

Md =
∫ (

−1

2

dQ

dy
η′2
)
dy. (B.42)

となる．
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B.3 ２次元非圧縮流体（成層あり）

重力場中の２次元非圧縮流体のしたがう方程式は

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
, (B.43)

ρ

(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
− ρg, (B.44)

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0, (B.45)

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ w

∂ρ

∂z
= 0. (B.46)

(B.43) · u+ (B.44) · w と (B.45),(B.46)よりエネルギー保存則が得られる．

∂e

∂t
+

∂

∂z

[{
1

2
ρ(u2 + w2) + ρgz + p

}
w
]
= 0, (B.47)

e =
1

2
ρ(u2 + w2) + ρgz. (B.48)

上線は xについての平均を表わす．z方向に積分することにより全エネルギー保存則が得
られる．

dE

dt
= 0, E ≡

∫
edy. (B.49)

同様に (B.43)と (B.44) · u から運動量保存則が得られる．

∂m

∂t
+

∂

∂z
(ρuw) = 0, (B.50)

m = ρu. (B.51)

dM

dt
= 0, M ≡

∫
mdy. (B.52)

各物理量を基本場と擾乱量，さらに擾乱によって引き起こされる高次の微小擾乱量に展開
する．

u = U(y) + u′ + u(2), w = w′ +w(2), ρ = �(z) + ρ′ + ρ(2), p = P + p′ + p(2). (B.53)

これらを (B.47),(B.50)に代入すると局所的なdisturbance energy,disturbancemomentum保
存則が得られる．

∂ed
∂t

+
∂

∂z

{(
�Uu′ +

1

2
ρ′U2 + ρgz

)
w
}
= 0, (B.54)
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ed = e1 + e2, (B.55)

e1 = �Uu(2) + ρ(2)gz +
1

2
ρ(2)U2, (B.56)

e2 =
1

2
�(u′2 + w′2) + Uρ′u′, (B.57)

∂md

∂t
+

∂

∂z
(�u′w′ + ρ′Uw′ + �Uw(2)) = 0, (B.58)

md = m1 +m2, (B.59)

m1 = �u(2) + Uρ(2), (B.60)

M2 = ρ′u′. (B.61)

(B.62)

z 方向に積分することにより全 disturbance energy,disturbance momentum保存則が得ら
れる。

dEd

dt
= 0, Ed ≡ E1 + E2, (B.63)

dMd

dt
= 0, Md ≡ M1 +M2. (B.64)

(B.65)

また，(B.43)(B.46)に代入して展開した一次の orderの方程式は

�

(
∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ w′dU

dz

)
= −∂p′

∂x
, (B.66)

�

(
∂w′

∂t
+ U

∂w′

∂x

)
= −∂p′

∂z
− ρ′g, (B.67)

∂u′

∂x
+

∂w′

∂z
= 0, (B.68)

∂ρ′

∂t
+ U

∂ρ′

∂x
+ w′d�

dz
= 0. (B.69)

ここで流体粒子の z方向変位 ζ ′を次のように定義する．

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
ζ ′ = w′. (B.70)

これを (B.69)に代入して

ρ′ = −d�

dz
ζ ′. (B.71)

この関係を用いて ρ′w′　を ζ ′で表わすことができる．
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ρ′w′ = −1

2

d�

dz

∂

∂t
ζ ′2. (B.72)

また，−∂/∂y(B.66) + ∂/∂x(B.67)と (B.69)から渦度方程式が導かれる．

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

){
�
∂w′

∂x
− ∂

∂z
(�u′)

}
− d

dz

(
�
dU

dz

)
w′ = −g

∂ρ′

∂x
. (B.73)

この式に変位 ζ ′をかけ，w′, ρ′と ζ ′の関係を用いて xについて平均をとると

∂

∂z
(�u′w′) = − ∂

∂t

⎡
⎣
{
�
∂w′

∂x
− ∂

∂z
(�u′)

}
ζ ′ − 1

2

d

dz

(
�
dU

dz

)
ζ ′2
⎤
⎦ . (B.74)

(B.59),(B.72),(B.74)よりmdを一次の微小擾乱量で表わすことができる．

md =

{
�
∂w′

∂x
− ∂

∂x
(�u′)

}
ζ ′ − 1

2

d

dz

(
�
dU

dz

)
ζ ′2 +

1

2

∂

∂z

(
d�

dz
Uζ ′2

)
. (B.75)

これから ed を求めることができる．

ed =
1

2
�(u′2 + w′2) + Uρ′u′ +

1

2
U

{
�
∂w′

∂x
− ∂

∂z
(�u′)

}
ζ ′

−1

4
U

d

dz

(
�
dU

dz

)
ζ ′2 +

1

4
U

∂

∂z

(
d�

dz
Uζ ′2

)
+

1

2

∂

∂z

(
d�

dz
ζ ′2
)
gz. (B.76)
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第C章 linear shear流中の浅水波の
Over-Reflection解

linear shear流に対して無限遠から eik(x−ct) の型の波を励起，伝播させたときの定常解を求
める．透過波領域 (y > 0)において critical levelから遠ざかる方向に進む波しか存在しな
い，という境界条件を用いる．変位だけの式 (2.7)についてh′ = ĥ′(y)eik(x−ct)を代入すると

d2ĥ′

dy2
− 2

U − c

dU

dy

dĥ′

dy
+ k2

{
(U − c)2

gH
− 1

}
ĥ′ = 0. (C.1)

平均の深さ h,特徴的な流れの速度U0,シアーの強さ dU
dy
を用いて無次元化を行う．

(x, y) = L(x∗, y∗), t =
L

U0
t∗, ĥ′ = Hh∗, (C.2)

U = U0U
∗, L =

U0

dU/dy
. (C.3)

これらを (C.1)に代入すると無次元化した変位の式が得られる．

d2ĥ′

dy2
− 2

y

dĥ′

dy
+ k2

{
Fr2y2 − 1

}
ĥ′ = 0. (C.4)

ただし y座標の原点を critical level : U − c = 0に選んだ．*は省略してある．

(C.4)を y = 0のまわりの級数解として求めると（Satomura(1981)）．

ĥ′
1 =

∞∑
n=0

Any
2n+3, (C.5)

A1 =
k2

10
A0, An+1 =

k2

(2n+5)(2n+2)
(An − Fr2An−1),

ĥ′
2 =

∞∑
n=0

Any
2n, (C.6)

B1 = −k2

2
B0, Bn+1 =

k2

(2n+2)(2n−1)
(Bn − Fr2Bn−1). (C.7)

となる．

y → ±∞における (C.4)の解の振舞いを調べる．ĥ′ =| y | h̃′と変数変換すると (C.4)は

d2h̃′

dy2
+

{
k2(Fr2y2 − 1)− 2

y2

}
h̃′ = 0. (C.8)
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この式は y → ±∞で
d2h̃′

dy2
+ k2Fr2y2h̃′ = 0. (C.9)

漸近する．これにＷＫＢ近似を適用して y → ±∞での漸近解が得られる．

h̃′
+ =| P |−1/4 exp

(
i
∫ y √

Pdy
)
, (C.10)

h̃′
− =| P |−1/4 exp

(
−i

∫ y √
Pdy

)
. (C.11)

ただし P = k2Fr2y2である．h̃′
+は critical levelから離れる方向，h̃′

−は critical levelに向
かう方向に進む波を表わす．境界条件を用いて解を定めよう．透過波領域 y → ∞におい
ては critical levelから離れる方向に進む波しかないので

h̃′ ≡ αh̃′
1 + βh̃′

2 ∼ Ah̃′
+ (C.12)

となる．ただし h̃′
1,2は ĥ′

1,2を | y |で割り算したものでありα, β, Aは複素定数である．ここ

で h̃′
+について

dh̃′
+

dy
+
(
dP/dy
4|P | + i

√
P
)
h̃′
+ = 0 が成り立つことからαとβの比が定まる．

β

α
= −

⎡
⎢⎣

dh̃′
1

dy
+
(
dP/dy
4|P | + i

√
P
)
h̃′
1

dh̃′
2

dy
+
(
dP/dy
4|P | + i

√
P
)
h̃′
2

⎤
⎥⎦
y=yobs

. (C.13)

yobsは透過波側でＷＫＢ近似が十分成り立つ点である．

これより反射係数R，透過係数 T は次のように計算される．

R = −
⎡
⎣ dh̃′

dy
+
(
dP/dy
4|P | − i

√
P
)
h̃′

dh̃′
dy

+
(
dP/dy
4|P | + i

√
P
)
h̃′

⎤
⎦
y=−yobs

, (C.14)

T = −
[
dh̃′
dy

+
(
dP/dy
4|P | − i

√
P
)
h̃′
]
y=yobs[

dh̃′
dy

+
(
dP/dy
4|P | + i

√
P
)
h̃′
]
y=−yobs

. (C.15)
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第D章 保存則からの積分定理の導出

D.1 Ripaの定理

不安定モードの disturbance energy Ed，disturbance momentum Mdは 0である．したがっ
て不安定モードがが存在するには任意の定数ｃについて

Ed − cMd = 0 (D.1)

となることが必要である．(B.39),(B.40)より

Ed − cMd =
∫
[
1

2
H

{
u′ +

(U − c)h′

H

}2

+
1

2
Hv′2 +

1

2
gh′2

{
1− (U − c)2

gH

}
− 1

2

dQ

dy
H2(U − c)η′2]dy (D.2)

これより不安定であるための必要条件は，全ての実数ｃについて (U − c)dQ
dy

> 0　 あるい
は　 gH < (U − c)2 となる点が流れのどこかに存在することが必要である．これがRipa

の定理である．

D.2 Fjφrtoftの定理

不安定モードの disturbance energy Ed，disturbance momentum Mdは 0である．したがっ
て不安定モードが存在するには任意の定数ｃについて

Ed − cMd = 0 (D.3)

となることが必要である．(B.41),(B.42)より

Ed − cMd =
∫ {

1

2
(u′2 + v′2)− 1

2

dQ

dy
(U − c)η′2

}
dy (D.4)

これより，不安定であるためには, 全ての実数 c について (U − c)dQ
dy

> 0となる点が流れの
どこかに存在することが必要である．
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特に U(y)が単調な関数で，かつ変曲点 ys : dQ/dy = 0がただ１つしか存在しない流れに
おいては c = U(ys)と選ぶことによって Fjφrtoftの定理が導かれる．(U − c)dQ

dy
を ysのま

わりに展開すると

(
d2Q

dy2

)
y=ys

·
(
dU

dy

)
y=ys

· (y − ys)
2 > 0

すなわち不安定であるためには

(
d2Q

dy2

)
y=ys

·
(
dU

dy

)
y=ys

> 0

となる必要がある．

D.3 Syngeの定理

非圧縮（成層あり）でのMdを流体粒子の変位で書き直す．x方向，z方向の変位 ξ, ζを次
のように定義する．

u′ =
Dξ′

Dt
− dU

dt
ζ ′, (D.5)

w′ =
Dζ ′

Dt
(D.6)

ただし D
Dt

≡
(

∂
∂t

+ U ∂
∂x

)
である．密度の擾乱 ρ′との関係は

ρ′ = −d�

dz
ζ ′ (D.7)

であった．これらを (B.75)に代入して整理すると

Md = −
∫

�

(
∂ξ′

∂x

Dξ′

Dt
+

∂ζ ′

∂x

Dζ ′

Dt

)
dz (D.8)

となる．ここでξ, ζがexp(i(kx−ct))に比例すると仮定する．∂
∂x
(ξ, ζ) = ik(ξ, ζ),　 ∂

∂t
(ξ, ζ) =

−ikc(ξ, ζ) を用いてさらに変形すると

Md =
∫ {

1

4

d

dz

(
�
dU

dz

)
− N2(U − cr)

2 | U − c |2
}
| ζ ′ |2dz. (D.9)

となる．不安定モードが存在するためにはMd = 0となる必要がある．したがって不安定
モードが存在するためには

1

4

d

dz

(
�
dU

dz

)
− N2(U − cr)

2 | U − c |2 (D.10)

が流れのどこかで符号を変えなければならない．これが Syngeの定理である．
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