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第 1章

序論

ハドレー循環は地球の大気大循環を理解する上で重要である. その基本的なメカニズム
は Held and Hou (1980, 以後 HH80) が自転軸対称の単純なモデルで説明しており, これ
はヘルド・ホウ (Held-Hou, HH)モデルと呼ばれている. 一方, 金星やタイタン (土星の衛
星)の大気は地表面の何倍もの速さで回転している. このような現象はスーパーローテー
ションと呼ばれており, そのメカニズムは未解明である. Gierasch (1975) は自転軸対称
性および無限大の水平拡散という仮定のもとでスーパーローテーションのメカニズムの説
明を試みており, これはギーラシメカニズムと呼ばれている. Matsuda (1980, 1982; 以後
M80/82) はギーラシメカニズムを研究し, 有限の水平拡散の場合への拡張をおこなった
(以後これをギーラシ・松田 (Gierasch-Matsuda, GM)モデル*1 と呼ぶ).
このように, 自転軸対称を仮定してモデル化した大気大循環の研究は, 地球に限らず広

く行われている. これは自転軸対称を仮定することで, 複雑な大気大循環を大幅に単純化
することができ, 理解が容易になるためである. また, 軸対称な大気大循環を考えること
で, 非軸対称な擾乱の役割についての洞察を得ることも出来, 軸対称を仮定して大気大循
環を研究することは, 今日的にも非常に意義深いことである.
以上を踏まえ, 序論では, ハドレー循環とスーパーローテーションに関して, 観測事実と

過去の研究について述べ, HHモデル, ギーラシメカニズム, 松田の研究を紹介する. その
後, HH80とM80/82の共通点と相違点を示し, 本研究の目的を述べる.

*1 M80 は東西風速場をルジャンドル多項式展開して, 剛体回転を表すモードと差動回転を表すモードの和
で表して解析的に研究を行っている. すなわち, M80の理論は東西風速場が剛体回転から大きくずれた場
合も含んでおり, 適用範囲が広い. ただし, M80の理論ではスーパーローテーションが実現するときには
東西風速場は剛体回転モードが卓越すると結論づけている. 本研究では, スーパーローテーションのメカ
ニズムを説明したギーラシメカニズムの“無限大の水平拡散”という仮定を, “有限の非常に大きい水平
拡散”に緩和した理論を GMモデルと呼ぶ.
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1.1 ハドレー循環
1.1.1 観測事実

図 1.1 はヨーロッパ中期気象予報センター (European Centre for Medium-Range
Weather Forecasts, ECMWF) の再解析データ 20年分をもとにした, 年平均の平均子午
面循環を表している (James, 2002). 最も顕著な特徴は赤道付近の強い上昇流と南北それ
ぞれ 25°付近での下降流であり, 両半球にそれぞれ循環セルを形成している. これがハド
レー循環である. ハドレー循環は暖かい低緯度側で上昇し, 冷たい高緯度側で下降する直
接循環である. ハドレー循環の極側に位置する間接循環 (高緯度側で上昇し, 低緯度側で下
降する循環)はフェレル循環と呼ばれ, そのさらに極側に位置する弱い直接循環が極循環
と呼ばれている. ハドレー循環の極側上空のジェット気流は亜熱帯ジェット (subtropical
jet) と呼ばれ, ハドレー循環とフェレル循環の作用で形成されている.
図 1.2 は米国国立環境予報センター/米国国立大気研究センター (National Cen-

ters for Environmental Prediction/ National Center for Atmospheric Research,
NCEP/NCAR) の再解析データ (Kalnay et al., 1996) 15年分をもとにした月平均の平
均子午面循環を表している (Satoh, 2004). 夏・冬季の平均子午面循環は赤道非対称性が
強く, 特に冬半球のハドレー循環が強化されている. しかし, 春・秋季の平均子午面循環の
様子は, 年平均のそれと非常に似ている. それゆえに, ハドレー循環のメカニズムを考え
るときに赤道対称性を仮定することは妥当である.

図 1.1 年平均子午面流線関数. 等値線間隔は 2 × 109kg/s. 暗部は東西風が 20m/s以
上の領域を示す. ECMWF再解析データ 20年分に基づく. James (2002).
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図 1.2 月平均子午面流線関数. (a) 1月, (b) 4月, (c) 7月, (d) 10月. 等値線間隔は
1010kg/s. NCEP/NCAR再解析データ 15年分に基づく. Satoh (2004).

1.1.2 過去の研究

ハドレー循環の研究史は佐藤 (1992)に詳しく述べられている. 本節はこれを参考に簡
単にハドレー循環の過去の研究について述べる.
ハドレー循環は, 大航海時代に経験的事実として知られていた貿易風を説明するために

Halley (1686)や Hadley (1735) らによって考えられた. しかし, Halleyの説は自転の効
果を無視した不適切なものであった. 一方, Hadley は自転の効果を考慮して, 赤道から極
まで延びる 1セルの循環を考え, 貿易風を説明していた (図 1.3). もちろん, ハドレー循環
(Hadley circulation) という名はこの Hadleyに由来している. Hadley の業績およびこれ
に関する歴史は Persson (2006)に詳しい.

Hadley の主張は 19世紀に入ると, 観測事実をもとに批判されるようになったが, その
後もハドレー循環の研究に著しい発展は見られなかった. 第 2次世界大戦後, 気象学は線
形論や大気大循環モデルを中心に飛躍的な進歩を遂げたが, ハドレー循環の理解に関して
はさほど進まなかった.

Charney (1973) は温度風の関係とエクマン層の理論を応用して, 線形論でハドレー循
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図 1.3 Hadley の考えた大気大循環. Lorenz (1967).

図 1.4 Charney の理論の模式図. ホートン (1979).

環の定式化を試みている. しかし, 彼の理論では赤道での上昇流を説明しておらず, またハ
ドレー循環が極まで伸びていた (図 1.4). Charney の理論についてはホートン (1979)に
も述べられている. また, 山本 (2007)では Charney の理論を流線関数で記述している.

Schneider (1977) は自転軸対称を仮定した単純な 2 次元モデルを用いた数値実験によ
り現実的な (ハドレーセルが極まで延びていない) ハドレー循環を再現している. これに
理論的な解釈を与えたのが HH80である. 彼らの理論は現実的なハドレーセルの幅を説明
しており, HHモデルとして現在でも支持されている (詳しくは次節と付録 A参照).

HH80 以後, HH モデルを応用した研究が数多くなされてきた. Lindzen and Hou
(1988) は赤道非対称な加熱を与えて計算し, 冬季のハドレーセルが夏季のそれよりも強く
なることを示した. さらに Hou and Lindzen (1992)は加熱が赤道に集中するとハドレー
循環が強化されることを示した. また, Schneider (1983) は火星に, Hou (1984) は金星,
Williams (2003)は木星にそれぞれHH80の枠組みを応用している. Satoh (1994)では圧
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縮性大気の軸対称モデルを用いて, 灰色大気による放射過程を導入した計算を行い, HH80
とは異なり, 角運動量収支を考慮した理論でハドレーセルの幅を求めることに成功してい
る. Caballero et al. (2008)は軸対称モデルに波長依存性を考慮した放射過程を用いて計
算を行い, 夏・冬季のハドレーセルの幅を求める理論を導出している. また, 大気大循環
以外への応用としてWirth (2006)では, HHモデルのアイデアを f 平面円柱座標系で用
いて, ハリケーンからモンスーンまで幅広いスケールの回転軸対称渦の鉛直構造を扱って
いる.

1.1.3 ヘルド・ホウモデル

HHモデルに関する定式的な詳しい解説は付録Aに譲り, 本節では HH80が考えた枠組
みと HHモデルの重要な仮定を紹介する.

枠組み
高さ H の球面上のブシネスク流体プリミティブ方程式系を用い, 簡単な放射過程とし

てニュートン加熱/冷却を導入して流れを駆動する. そして, 自転軸対称, 赤道対称を仮定
し, 定常状態を考える. 境界条件は上端で自由滑り条件 (フリースリップ)の熱フラックス
なし, 下端で速度に比例する摩擦を与え, 熱フラックスなしを仮定する.

仮定
HH モデルではさらに次の仮定をおき, ハドレーセルの極側の端の緯度 φH を求めて

いる.

(1) ハドレーセルの外側 (φ > φH) では子午面循環はなく, 温位場は“放射平衡温位場”
(ニュートン加熱/冷却の基準温位場) にあり, 東西風は地表面で風速をゼロとした
ときの温度風平衡によって決められる.

(2) ハドレーセル内上端の極向きの流れは角運動量を保存し, 赤道上空の静止大気に対
する角運動量保存則からハドレーセル内上端の東西風が決められる.

(3) ハドレーセル内下端の東西風は摩擦によって弱められ, 上空の東西風よりも遥かに
小さい (図 1.5).

(4) ハドレーセル内は傾度風平衡にある.

以上の仮定から, ハドレーセル内の鉛直平均した温位分布が φH に依存した形で求めら
れる. そして, ハドレーセル内のエネルギー収支の釣り合いを考えることで, φH が求めら
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482 Chapter 11. The Overturning Circulation: Hadley and Ferrel Cells
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Fig. 11.4 A simple model of the Hadley Cell. Rising air near the equa-
tor moves polewards near the tropopause, descending in the subtropics
and returning near the surface. The polewards moving air conserves its
axial angular momentum, leading to a zonal flow that increases away from
the equator. By the thermal wind relation the temperature of the air falls,
slowly, as it moves poleward, and to satisfy the thermodynamic budget it
sinks in the subtropics, so defining the polewards edge of the cell. The
return flow at the surface is frictionally retarded and small.

This gives the zonal velocity of the polewards moving air in the upper branch of the
(model) Hadley Cell, above the frictional boundary layer.

We can derive this result directly from the conservation of axial angular mometum,
m, of a parcel of air at a latitude # . In the shallow atmosphere approximation we have
[c.f., (2.65) and equations following]

m D .u C ˝a cos #/a cos #; (11.8)

and if u D 0 at # D 0 and if m is conserved on a polewards moving parcel, then (11.8)
leads to (11.7). It also may be directly checked that

.f C !/ D ! 1

a2 cos #

@m

@#
(11.9)

Thus, if eddy fluxes and frictional effects are negligible, the polewards flow will con-
serve its angular momentum, and the zonal flow in the earth’s rotating frame increases
with latitude (see Fig. 11.5). If we do assume this, our model is zonally symmetric and
we drop the overbars over the variables.

If (11.7) gives the zonal velocity in the upper branch of the Hadley Cell, and that
in the lower branch is close to zero, then the thermal wind equation can be used to
infer the vertically averaged temperature. Although the geostrophic wind relation is

Gradient wind balance

図 1.5 ヘルド・ホウモデルの模式図. Vallis (2006) を一部修正.

れ (図 1.6), 外部熱ロスビー数 RT という無次元数を用いて,

φH =
(

5
3
RT

)1/2

, (1.1)

となる. ただし,

RT ≡ gH∆H

a2Ω2
, (1.2)

であり, ∆H は“放射平衡温位場”の南北温位差の平均温位に対する比である (詳しく付録
A参照のこと). こうして決められた φH が, 数値計算により求められたハドレーセルの極
側の端の緯度と一致したこと, そして, 現実的な値で φH を計算したときに観測されるハ
ドレーセルの極側の端の緯度とおおよそ一致することが, HHモデルの優れた点である.
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486 Chapter 11. The Overturning Circulation: Hadley and Ferrel Cells

Fig. 11.6 The radiative equilibrium temperature (!E , dashed line) and
the angular-momentum-conserving solution (!M , solid line) as a function
of latitude. The two dotted regions have equal areas. The parameters cho-
sen which give the solution here are: !EO D 303 K; "! D 50 K; !0 D
300 K; ˝ D 7:272 ! 10!5 s!1; g D 9:81 m s!2; H D 10 km. These give
values of R D 0:076 and YH =a D 0:356, with a corresponding latitude for
the edge of the Hadley Cell of 20.4°.

That the radiative equilibrium zonal wind is a constant follows from our choice of the
second Legendre function for the radiative equilibrium temperature and is not a funda-
mental result; nonetheless, for most reasonable choices of !E the corresponding zonal
wind will vary much less than the angular momentum conserving wind (11.25). The
winds are illustrated in Fig. 11.7. There is a discontinuity in the zonal wind at the edge
of the Hadley Cell, and of the meridional temperature gradient, but not of the tempera-
ture itself.

11.2.3 Properties of solution

We can see that the model predicts that the latitudinal extent of the Hadley Cell is:

? Proportional to the square root of the meridional radiative equilibrium tempera-
ture gradient — the stronger the gradient, the farther the circulation must extend
to achieve thermodynamic balance via the equal area construction in Fig. 11.6;

? Proportional to the square root of the height of the outward flowing branch —
the higher the outward flowing branch, the weaker the ensuing temperature gra-
dient of the solution (via thermal wind balance), and so the further polewards
the circulation must go;

!H

図 1.6 ヘルド・ホウモデルのエネルギー収支によるハドレー緯度φH の決まり方.“放
射平衡温位”分布が ΘE で, 角運動量保存則と温度風平衡から決められる温位分布が
ΘM . 2つの水玉模様領域の面積が等しくなるように φH が求まる. Vallis (2006) を一
部修正.
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1.2 スーパーローテーション
スーパーローテーションとは惑星の大気が地表面の何倍もの速さで自転軸の周りを回

転する (すなわち東西風が自転方向に, 自転速度よりも非常に速い) 現象である. 本節で
は, このスーパーローテーションに関する観測事実と過去の研究について取り上げ, その
後ギーラシメカニズムと松田の研究を紹介する.

1.2.1 観測事実

現在, 一般にスーパーローテーションと呼ばれる現象が観測されているのは, 金星とタ
イタン (土星の衛星)である. まずはそれぞれの天体の天文学的特性を地球と比較して紹介
する (表 1.1). 地球と金星, タイタンの最も顕著な違いは自転周期である. なお金星の赤道

表 1.1 地球, 金星, タイタンの天文学的パラメータ. 松田 (2000)に一部加筆.

自転周期 赤道傾斜角 赤道半径 重力加速度 自転速度
[地球日] [deg.] [km] [m/s2] [m/s]

地球 0.9973 23.44 6378 9.78 467
金星 243.02 177.4 6052 8.90 1.8
タイタン 15.9 28 2575 1.35 12

傾斜角 177.4°とは自転が逆回転であることを意味している. 次に, 金星とタイタンの風
速の観測結果を図 1.7, 1.8に示す. 金星では高度 60km付近で, タイタンでは高度 120km
付近でいずれも自転の向きに 100m/s前後の東西風が観測されている. すなわち, 金星大
気は地表面のおよそ 60倍, タイタンの大気は地表面のおよそ 10倍の速さで回転している
のである. 地球で観測されるジェット気流の風速も 100m/sに達することがあるが, 地球
は 467m/sで自転していることを考えると, 金星やタイタンの大気の運動は非常に特異で
あることが分かる.
スーパーローテーションは地球では見られないと言うだけでなく, それを維持するメカ

ニズムの説明が難しいという点でも特異な現象である. たとえ, ある瞬間に大気が地表面
の 60倍の速度で回転していたとしても, 大気には何らかの粘性や地面との摩擦が働き, 固
体表面と同程度の回転速度に引っ張られると考えられている. つまり, スーパーローテー
ションを維持し続けるには, 大気に角運動量を供給する何らかのメカニズムが働いていな
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図 1.7 金星の東西風速の鉛直分布. 異なる場所に降下した探査衛星により測定された
東風. V8 はヴェネラ 8 号を意味し, ヴェネラ以外はパイオニア・ヴィーナスの探査機
による観測. 松田・高木 (2005). 原図は Schubert (1983).
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participants in the radio astronomy segment of the Huygensmission,
the observation campaign, and plots of the raw data are given in
Supplementary Information. Only the data sets from the NRAO
Robert C. ByrdGreen Bank Telescope (GBT) inWest Virginia and the
CSIRO Parkes Radio Telescope in Australia have been processed for
this initial report.
Starting with the raw Doppler measurements, it is essentially a

geometric exercise to derive the motion of the transmitter in the
Titan frame of reference. Motion of the Huygens probe in the vertical
direction is measured in situ by many different instruments, primar-
ily pressure sensors14, but also by the Huygens radar altimeters. The
consolidated measurements are processed iteratively by the
Huygens Descent Trajectory Working Group (DTWG) to produce
a series of continually improving probe trajectories referenced to
Titan, including the descent velocity profile required for the present
analysis5. The results presented here are based on DTWG data set no.
3, released in May 2005. The DTWG, based on knowledge of the
Huygens trajectory to the point of atmospheric entry, also supplies
the estimated spatial coordinates of the Huygens probe in latitude
(10.33 ^ 0.178 S), longitude (196.08 ^ 0.258W) and altitude
(154.8 ^ 11.2 km) at the start of descent, time t0.
Two key assumptions about the horizontal motion of the probe

simplify the problem. The first of these is that the horizontal drift of
the probe follows the horizontal wind with a negligible response
time. The actual response time for the Huygens descent system is
estimated to be roughly 30–40 s in the stratosphere, decreasing to
3–5 s in the lowest 10 km (ref. 15). It follows that this first assumption
may be fulfilled only marginally during the early minutes of the
descent and during the change to a smaller (stabilizer) parachute at
t ¼ t0 þ 15min (‘parachute exchange’). The second assumption,
that the drift in the meridional (north–south) direction is negligible,
is based on theoretical considerations that imply dominance of the
zonal (east–west) atmospheric circulation3,6–9. Under these con-
ditions one is able to eliminate all other known contributions to
the measured Doppler shift and determine the one remaining
unknown, the zonal wind velocity. In addition to the above men-
tioned descent velocity, which slowly decreases with decreasing
altitude, small, nearly constant, corrections must be applied for the
effect of special relativity (27.5Hz, where the minus sign means a red
shift), as well as the effects of general relativity associated with the Sun
(18.2Hz), Saturn (20.7Hz), Earth (1.4Hz) and Titan (20.08Hz).
Propagation corrections to the Doppler measurements from the
neutral and ionized intervening media (Titan, interplanetary, Earth)
have been estimated and found to be negligible. Finally, a small
correction of þ10.0Hz was applied to the absolute transmission
frequency by requiring that Huygens remain stationary on Titan’s
surface after landing. This residual is within the error limits of the
pre-launch unit-level calibration of þ9.2Hz determined for the
specific DWE rubidium oscillator unit used to drive the Huygens
channel A transmitter.
The zonal wind derived from the ground-based Doppler data is

shown in Fig. 1 as a function of time. More precisely, this quantity is
the horizontal eastward velocity of Huygens with respect to the
surface of Titan (with a positive value indicating the prograde
direction). The time-integrated wind measurement from t0 yields
an estimate for the longitude of the Huygens landing site on Titan,

192.33 ^ 0.318W, which corresponds to an eastward drift of
3.75 ^ 0.068 (165.8 ^ 2.7 km) over the duration of the descent.
Unfortunately, because of the slow rotation of Titan and the fact
that the Earth was near zenith as viewed by Huygens, the Doppler
data recorded after landing are not considered suitable for a more
precise determination of the Huygens longitude.
The variation of the zonal wind with altitude and pressure level is

shown in Fig. 2. The measured profile roughly agrees with the upper
level wind speeds anticipated by the engineering model, and is
generally prograde above 14 km altitude. Assuming this local obser-
vation is representative of conditions at this latitude, the large
prograde wind speed measured between 45 and 70 km altitude and
above 85 km is much larger than Titan’s equatorial rotation
speed (Qa < 11.74 m s21, where Q ¼ 4.56 £ 1026 rad s21 and
a ¼ 2,575 km are Titan’s rotation rate and radius, respectively),
and thus represents the first in situ confirmation of the inferred
superrotation of the atmosphere at these levels, as anticipated from
the Voyager temperature data3. Moreover, the measured winds are
consistent with the strong winds inferred from ground-based data
under the assumption of cyclostrophic balance10–12.
The most striking departure of the measured profile from the

engineering model is the region of strong reversed shear between 65
and 75 km altitude (approximately 40 and 25 hPa, respectively),
where the speed decreases to a minimum of 4m s21, which then
reverts to strong prograde shear above 75 km. This feature of Titan’s
wind profile is unlike that measured by any of the Doppler-tracked
probes in the atmosphere of Venus16.

Figure 2 | Titan zonal wind height profile. The zonal wind derived from
GBTand Parkes observations is compared with the prograde Titan
engineering wind model and envelopes based on Voyager temperature
data27. The estimated uncertainties in the zonal wind speed, based on an
adaptation of an error analysis for the Huygens-Cassini link28, are of the
order of 80 cm s21 at high altitude and drop roughly in proportion to the
absolute speed to 15 cm s21 just above the surface. These uncertainties are
primarily systematic errors associated with the Huygens trajectory at entry.
The estimated statistical (measurement) error is always smaller, the
standard deviation being of the order of j < 5 cm s21 towards the end of
descent. With the possible exception of the region above 100 km, where the
wind fluctuations are greatest, the zonal flow is found to be generally weaker
than those of themodel. The wind shear layer in the height range between 60
and beyond 100 km was unexpected and is at present unexplained.

Table 1 | Predictions of Titan’s meteorology and DWE results

Prediction/model feature DWE result References

Atmospheric superrotation (U .. 12m s21)* Verified for upper troposphere and stratosphere 3, 6–8
Prograde (eastward) flow (U . 0) Verified for all levels above 15 km (GBT data) 6–8, 23, 24
Isolated reversed shear (›U/›z , 0) within lower stratosphere Verified, but stronger than simulated at 65–75 km, with Ri < 2 7–9
Geostrophic (U ,, 12m s21) sub-layer near surface Verified and deeper than anticipated (more than ,1 scale height) 7–9, 25
Very weak surface winds Verified (jUj < 1m s21) 23, 25
Warmer-poleward near-surface temperature in southern

hemisphere
Consistent with geostrophic balance of upward-westward shear of

low-level winds
18, 26

*U ¼ zonal wind velocity.
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図 1.8 タイタンの東西風速の鉛直分布. 実線が観測値. 破線と点線はボイジャーによ
る温度データをもとに Flasar et al. (1997) がモデル計算した風速分布とその包絡線.

Bird et al. (2005).

ければならないのである.
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1.2.2 過去の研究

前節でスーパーローテーションが金星とタイタンで観測されていることを示したが, 本
節では主に金星のスーパーローテーションに関する過去の研究を紹介する. なお, 本節は
松田 (2000)を参考にしている.
スーパーローテーションが観測的に発見されるまでは, 誰もそのような現象を予想して

いなかったと言われている. 自転がきわめて遅い金星では, 第 1近似として自転は無視で
き, 太陽に加熱される昼半球で上昇し, 夜半球で下降する夜昼間対流が卓越していると考
えられていた (図 1.9).
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図 1.9 夜昼間対流の模式図. 松田・高木 (2005). 原図は松田 (1987).

しかし, Boyer and Gurein (1969) が地上からの紫外線観測で惑星規模の雲がほぼ 4
地球日で一周していることを発見したことで (図 1.10), 高さ 65km くらいの雲層上部で
100m/sに達する東西流の存在が示唆された. その後, 探査衛星による直接観測でも, 高速
な東西流が確認された.

ROTATION RETROGRADE DE VENUS 3 5 3  

PLANCHE I I .  L a  r o t a t i o n  d u  Psi,~observ~e k t ro is  repr ises  les 9 e t  25 ju i l le t  1966, e t  le 26 m a r s  1967. 

(Le sud  es t  en  h a u t . )  Sur  la s~rie d u  9 jui l le t ,  la b r a n e h e  bor~ale  d u  Psi  es t  voil~e, e t  le d ~p l aeemen t  

de  la  f o r m a t i o n  s 'ef feetue s u i v a n t  l ine t r a j ee to i r e  l~g~rement  inclin~e vers  le n o r d  p a r  r a p p o r t  

l ' d q u a t e u r ;  la v i tesse  ~qua tor ia le  es t  dgale ~ - 9 8  rn/s.  Sur  les s~ries d u  25 ju i l le t  1966 (vitesse ~quato-  

r iale : - 6 8  m/s )  e t  d u  26 m a r s  1967, le Psi  n ' e s t  pas  voilg. 

図 1.10 金星の雲の紫外線観測. Boyer and Gurein (1969).
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図 1.11 傾いた対流と運動量輸送. 松田 (2000).

スーパーローテーションは発見されて以来, 関心を集め, そのメカニズムを説明する
様々な説が提唱された. しかし, 観測が少ないこともあり, 未だ定説と言えるものはない.
スーパーローテーションを説明するために提唱された理論は, 以下の 3つに分類すること
が出来る.

夜昼間対流に着目する理論
これはスーパーローテーション発見以前に予想されていた夜昼間対流が図 1.11のよう

に傾くことで, 運動量が上向きに輸送され, 強い東西流が維持されると考えたものである.
この種の理論は Schubert and Whitehead (1969) が動く炎 (moving flame)メカニズム
として初めて提唱した. これは太陽の加熱に対する応答が高度よって異なり, 太陽が (ゆっ
くりとではあるが) 動いていることで, 対流セルが傾くとしたものだ. また, Thompson
(1970) は夜昼間対流自体が不安定で, 対流セルのわずかな傾きが正のフィードバック効果
を生み, 結果として, 対流セルが傾くという説を提唱している.

重力波に着目する理論
これは重力波により角運動量が輸送されて, 強い東西流が維持されていると考えたもの

である. Fels and Lindzen (1974) は雲層では太陽加熱により重力波が励起され, 太陽の動
く向き (自転の逆向き)の運動量が上方と下方に輸送され, 結果として, 雲層は自転の向き
に加速され, スーパーローテーションを維持していると考えた.

子午面循環に着目する理論
これは子午面循環によって運動量を地表面から大気上空へと運ぶことで, スーパー

ローテーションが維持されているとする考えである. このようなメカニズムは Gierasch
(1975) によって提唱され, 以後ギーラシメカニズムと呼ばれている. M80/82 はギーラ
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シメカニズムを研究し発展させている. ギーラシメカニズムおよび M80/82 については
1.2.3節と 1.2.4節で詳しく述べる.

以上がスーパーローテーションの維持メカニズムに関する代表的な理論研究である. こ
の一方で, 大気大循環モデル (General Circulation Model, GCM) による研究も行われ
てきた. 1970年代後半から GCMでスーパーローテーションを再現する試みがなされて
きたが (Young and Pollack; 1977, Rossow, 1983), 初期の GCM実験はいずれも解像度
が不十分であり, 数値実験としての健全さに欠いていた. 1990 年代になると解像度の十
分な GCMによってスーパーローテーションの再現に成功した例 (Del Genio and Zhou,
1996)も報告されるようになったが, 地球用のGCMを流用したものが多く, 実際の金星の
スーパーローテーションの理解に直接結びつくものではなかった. しかし, 近年, 金星用の
GCMが各地で開発され (Yamamoto and Takahashi, 2003; Lee et al., 2005; Lebonnois
et al., 2006), スーパーローテーションのメカニズムの解明に有力な道具になってきて
いる.

1.2.3 ギーラシメカニズム

ここでは, ギーラシメカニズムについて述べる. Gierasch (1975) はスーパーローテー
ションの維持メカニズムを説明する枠組みとして以下のような仮定を置いた.

(1) 夜昼間 (経度間)の加熱差を無視し, 自転軸対称とする.
(2) 子午面循環は (東西流の大きさとは無関係に)南北加熱差の大きさのみによって決
定される.

(3) 水平渦拡散は無限大とする.

仮定 (1)は自転が遅く昼半球と夜半球との加熱差が大きい金星の場合, 不自然に思われる
かもしれない. しかし, スーパーローテーション (つまり強い東西風)により, 熱は東西に
すみやかに輸送され, 近似的に東西一様な温度場になると考えることができる. 仮定 (2)
は, 自転の遅い金星ではコリオリ力と (南北温度差による)気圧傾度力が釣り合う地衡流平
衡にはならないので妥当だと考えられる. ただし, 東西風速が大きくなれば気圧傾度力と
遠心力が釣り合う旋衡風平衡になりうるが, これに伴う子午面循環の弱化は無視している.
仮定 (3)は非常に強い (不自然な)ものだが, 実際には順圧不安定などの水平混合作用が強
く働いていることを期待しての仮定である.
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図 1.12 (左) 子午面循環の模式図. Gierasch (1975) を一部修正. (右) 角運動量分布
と鉛直流による角運動量輸送の模式図. 松田 (2000). 原図は松田・余田 (1985).

以上の仮定のもとで, 図 1.12 (左) のような子午面循環を考える. 仮定 (3) の無限大の
水平拡散のために東西風速場は各高度で剛体回転をしている. このようなとき, 東西風速
(U) と角運動量 (M), 鉛直流 (W ), そして角運動量の鉛直フラックス (MW ) は図 1.12
(右)のようになる. このとき上層は低緯度での角運動量の流入の方が, 高緯度での流出よ
りも大きくなり, 角運動量が上層に蓄積する. 一方, 下層は逆に角運動量を上層に供給して
失うことになるが, 地表面摩擦により固体表面から角運動量を供給される. 無限大の水平
拡散により, 常に剛体回転の場にあるので, 図 1.12 (右)の関係は維持されたままとなる.
結果として, 上層の東西風が強化されていく. やがて, 東西風の鉛直シアーが大きくなり,
鉛直粘性の効果が大きくなって, 子午面循環による角運動量の流入と, 鉛直粘性による角
運動量の流出が釣り合うところで, 平衡状態に達する. 以上の仕組みがギーラシメカニズ
ムと呼ばれており, スーパーローテーションの理論として現在でも有力視されている.

1.2.4 松田の研究

ここではギーラシメカニズムについて解析的および数値的に研究を進めた M80/82 に
ついて述べる. M80/82はギーラシメカニズムにおける仮定 (3)を有限の大きさの水平拡
散に緩和し, 仮定 (2)を排除している. 以下にM80/82が扱った系の特徴をまとめる.

• 球面上のブシネスク流体のプリミティブ方程式系.
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• ニュートン加熱/冷却による流れの駆動.
• 自転軸対称, 赤道対称, 定常状態を仮定.
• 水平拡散は無限大, もしくは鉛直粘性よりも十分に大きい有限大を用いる.
• 変数をルジャンドル多項式展開して, 波数 3 成分までのみを扱う低自由度モデル

(いわゆる highly truncated model).

M80ではこの低自由度モデルの解を解析的に求めており, M82では数値計算を行って
M80の結果を確かめている. M80/82の成果は次の 3点にまとめられる.

(1) 角運動量の収支から, 水平拡散が有限の場合, スーパーローテーションの強さは子
午面循環の強さに依存して, 極大値をとることを示した.

(2) 南北方向の力学的バランス (釣り合い)から, 解を地球型温度風バランス (E), 金星
型温度風バランス (V), 直接循環バランス (D)の 3つに分類した. この 3者は南北
の運動方程式においてコリオリ項, メトリック項, 移流項のどれが卓越しているか
を表している.

(3) 解のパラメータ依存性を調べ, 力学的バランスのレジームダイアグラムを描き, 多
重平衡解の存在を示唆した (図 1.13).
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図 1.13 解の力学的バランスのレジームダイアグラム. Eは地球型温度風バランス, V

は金星型温度風バランス, D は直接循環バランスを表し, V-Iは金星型温度風バランス
のみが存在し, V-II は多重平衡解として直接循環バランスも存在しうることを表して
いる. 横軸は鉛直粘性の緩和時間に対する自転周期の比 (すなわち鉛直エクマン数), 縦
軸は南北加熱差を表す無次元数のグラショフ数の平方根である. δ は鉛直粘性の緩和時
間に対する水平拡散の緩和時間の比で, ここでは δ " 1が仮定されている. (Matsuda,

1980)
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1.3 本研究の着眼点・目的
以上, 1.1節でハドレー循環について, 1.2節でスーパーローテーションについてそれぞ

れ, 観測事実, 過去の研究, そしてそのメカニズムを説明する理論モデルを紹介してきた.
本研究では, ハドレー循環のメカニズムを説明した HH80とギーラシメカニズムを発展さ
せたM80/82に着目する.

1.3.1 Held and Hou (1980)とMatsuda (1980, 1982)

共通点
1.1.3節と 1.2.4節で HH80と M80/82が用いた枠組みを紹介したが, 実は両者には以

下の多くの共通点がある.

• 球面座標系.
• ブシネスク流体のプリミティブ方程式系.
• ニュートン加熱/冷却 (基準温位場の形も同じ).
• 弱い鉛直粘性.
• 自転軸対称, 赤道対称を仮定し, 定常状態を考察.

相違点
一方で両者の相違点は以下の通りである.

(1) HH80では水平拡散係数がゼロなのに対して, M80/82では非常に大きな水平拡散
係数を用いた.

(2) HH80では地球程度の速い自転角速度を使用していたのに対して, M80/82では非
常に広いパラメータ範囲を考察したが, 主に金星程度の遅い自転角速度の範囲に注
目していた.

(3) HH80 は数値計算に解像度の十分な格子モデル (極赤道間に 90 格子, 鉛直 50 層)
を使用したのに対して, M80/82は解析的考察, 数値計算ともに切断波数 3の低自
由度モデルを使用した.

ここで, M80/82 の低自由度モデルの解が, 解像度が十分なモデルの解の近似として妥当
だと仮定すれば, HH80が提案した HHモデルで説明されるハドレー循環解 (以後, HH型
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ハドレー循環解と呼ぶ)と, M80/82がギーラシメカニズムを拡張した GMモデルで説明
されるスーパーローテーション解 (以後, GM型スーパーローテーション解と呼ぶ)は, 上
記の特徴をもつ方程式系の, 異なるパラメータ ((1)と (2))の解だということになる.

1.3.2 2次元と 3次元

本研究で着目している HH80とM80/82はともに自転軸対称性を仮定した 2次元の枠
組みを用いている. しかし, 当然のことながら現実世界は 3次元空間であり, 軸対称 2次
元世界では発生しない順圧不安定や傾圧不安定などが, 大気大循環において重要な役割を
果たしている. 1.2.3節でもふれたが, 軸対称 2次元モデルにおいて, このような不安定に
よる混合効果は, 水平拡散という形でパラメタライズされている.
すなわち, 水平拡散が入っていない軸対称の HH モデルが現実のハドレー循環 (の幅)

を説明できているということは, (地球程度の自転速度のときの) 3次元世界においてもハ
ドレー循環に対する非軸対称成分の影響は小さいことを示唆している. 実際, Satoh et al.
(1995)はGCMを用いて, 軸対称を仮定した 2次元計算と非軸対称を許す 3次元計算との
比較実験を行い, ハドレー循環の幅や強さは両者で同程度になるという結果を示している.
逆に, 非常に大きな水平拡散を仮定している GMモデルは, 金星程度の自転速度を持つ

惑星では非軸対称な成分による何らかの水平混合作用が強く働いていることを期待してい
るのである. 関連した研究として, Iga and Matsuda (1999)は順圧モデルを用いて, 順圧
不安定により水平混合がおき, 角運動量が低緯度に輸送されること示している.

1.3.3 本研究の目的

1.3.1 節で, HH 型ハドレー循環解と GM 型スーパーローテーション解は, 同じ方程式
系の異なるパラメータの解であることを説明した. この 2種類の解はハドレー循環, スー
パーローテーションそれぞれの分野で良く知られた解だが, その両者の繋がり方や関係,
パラメータ依存性は明らかにされていない. また, 1.3.2節で述べたように地球, 金星それ
ぞれの状況での 2次元解と 3次元解を比較した研究はあるが, 直接, HH80やM80/82の
枠組み (すなわち 1.3.1 節の共通点の特徴をもつ枠組み) を 3 次元に拡張した研究はされ
ていないし, そのパラメータ依存性も明らかになっていない.
そこで本研究は以下の 2点を研究目的とする.

I. 軸対称 2次元数値モデルを用い, HH80とM80/82を包含する広範囲にわたってパ
ラメータスイープ実験を行い, 解のパラメータ依存性を調べ, HH 型ハドレー循環

17



解と GM型スーパーローテーション解の繋がり方や関係性を明らかにすること.
II. 同範囲を 3次元数値モデルでも同様に計算し, 2次元解と 3次元解の比較を行うこ
とで, HHモデルと GMモデルの妥当性を明らかにすること.

なお, 本論文は以下の内容で構成されている. まず, 軸対称 2次元モデルに関して, 第 2
章で支配方程式系, 第 3章で実験設定を説明をする. 第 4章では得られた数値解を示し, そ
の解析を第 5章で行う. そして, 第 6章で 2次元解と 3次元解の比較について述べ, 第 7章
で全体をまとめる. また付録Aで, HHモデルを詳しく解説し, 付録 Bで, 本研究で使用し
た数値モデルの構築方法を詳しく記す. 付録 Cでは, EPフラックスに関する補足を行っ
ている. 計算された数値解の詳細を図集として付録 Dに載せる. なお, 本論文の第 2章か
ら第 5 章に相当する内容は既に英文論文集 Theoretical and Applied Mechanics Japan,
Volume 57– 57th Japan National Congress for Theoretical and Applied Mechanics,
2008において“Axisymmetric Steady Solutions in an Idealized Model of Atmospheric
General Circulations: Hadley Circulation and Super-rotation”という題目で掲載され
ており, その別刷りを参考論文として付ける.
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第 2章

支配方程式系

本研究で扱う系は球面上のブシネスク流体プリミティブ方程式系で, 単純な放射過程と
してニュートン加熱/冷却を用いる. ニュートン加熱/冷却の基準温位場には赤道対称なも
のを用いる.

2.1 軸対称ブシネスク流体プリミティブ方程式系
自転軸に対する対称性を仮定し (∂/∂λ = 0, ここで λは経度), 定常状態 (∂/∂t = 0, こ

こで tは時間)を考える. すると, 支配方程式系は以下で与えられる.

v

a

∂u

∂φ
+ w

∂u

∂z
− uv tanφ

a
− 2Ωv sinφ = νHDH(u) + νV

∂2u

∂z2
, (2.1)

v

a

∂v

∂φ
+ w

∂v

∂z
+

u2 tanφ

a
+ 2Ωu sinφ = −1

a

∂Φ
∂φ

+ νHDH(v) + νV
∂2v

∂z2
, (2.2)

∂Φ
∂z

= gαΘ, (2.3)

v

a

∂Θ
∂φ

+ w
∂Θ
∂z

= −Θ − Θe

τ
+ κV

∂2Θ
∂z2

, (2.4)

1
a cos φ

∂

∂φ
(v cos φ) +

∂w

∂z
= 0. (2.5)

ここで, u, v, wはそれぞれ流速の東西, 南北, 鉛直成分であり, Θは温位, Φ ≡ p/ρであり,
pは圧力, ρは密度である. 独立変数 φ, z は緯度と高度, 定数 a,Ωは惑星の半径と自転角
速度, g は重力加速度である. τ はニュートン加熱/冷却の緩和時定数, νH , νV はそれぞれ
水平と鉛直の拡散係数, κV は鉛直熱拡散係数で, αは熱膨張率である.
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Θe はニュートン加熱/冷却の基準温位場であり, 以下の形で与える.

Θe

Θ0
= 1 − 2

3
∆HP2(sin φ) + ∆V

(
z

H
− 1

2

)
. (2.6)

ここで, Θ0 は Θe の全球平均であり, ∆H , ∆V は基準温位場の極赤道間, 上端下端間それ
ぞれの温位差の Θ0 に対する比である. P2 はルジャンドル多項式 P2(x) = (3x2 − 1)/2で
ある. ここでは, 熱膨張係数は α = 1/Θ0 で与える.
水平拡散項DH(u), DH(v)は Becker (2001)を参照して, 以下の角運動量が保存される

形を用いる.

DH(u) =
1

a2 cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

∂u

∂φ

)
− u

a2 cos2 φ
+

2u

a2
, (2.7)

DH(v) =
1

a2 cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

∂v

∂φ

)
− v

a2 cos2 φ

+
1
a

∂

∂φ

[
1

a cos φ

∂

∂φ
(v cos φ)

]
+

2v

a2
. (2.8)

力学的境界条件は, 上端で自由滑り条件 (フリースリップ), 下端では風速に比例する摩
擦が働くと仮定する. 熱的境界条件は上下端ともに熱フラックスなしを仮定する. すなわ
ち境界条件は,

z = H で w =
∂u

∂z
=

∂v

∂z
=

∂Θ
∂z

= 0, (2.9)

z = 0 で w =
∂Θ
∂z

= 0, νV
∂u

∂z
= Cu, νV

∂v

∂z
= Cv, (2.10)

である. ここで, C は摩擦係数である.

2.2 無次元化
Ωや νH などの外部パラメータに対する解の依存性を明確にするために, 支配方程式系

の無次元化を行う. まずは各変数を, 代表的な大きさ U, V,W,Θ0,H を用いて, 無次元変
数 (*付きで表す)で書き直す.

u = Uu∗, v = V v∗, w = Ww∗, Θ =Θ 0Θ∗, z = Hz∗. (2.11)

Φは静力学平衡の式 (2.3)から
Φ = gHΦ∗, (2.12)
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であり, ∂Φ/∂φは (2.3)を φ微分した式から

∂Φ
∂φ

= β∆HgH
∂Φ∗

∂φ
, (2.13)

と書ける. ただし, β は南北温位差の基準温位場のそれに対する比であり,

β ≡ ∂Θ
∂φ

/
∂Θe

∂φ
, (2.14)

と定義する.
(2.11), (2.12) と (2.13) を支配方程式系 (2.1)-(2.5)に代入すると, 以下の無次元化支配

方程式系が得られる. ただし*は省略してある.

Rvv
∂u

∂φ
+ Rww

∂u

∂z
− Rvuv tanφ − 2

γ
v sin φ = EHDH(u) + EV

∂2u

∂z2
, (2.15)

Rvv
∂v

∂φ
+ Rww

∂v

∂z
+ Rvγ2u2 tanφ + 2γu sinφ = −β

RT

Rv

∂Φ
∂φ

+ EHDH(v) + EV
∂2v

∂z2
,

(2.16)

Rvv
∂Θ
∂φ

+ Rww
∂Θ
∂z

= −1
ε

[
Θ − 1 +

2
3
∆HP2 (sin φ) − ∆V

(
z − 1

2

)]
+

EV

PrV

∂2Θ
∂z2

,

(2.17)
∂Φ
∂z

= Θ, (2.18)

Rv
1

cos φ

∂

∂φ
(v cos φ) + Rw

∂w

∂z
= 0. (2.19)

ここで, 無次元数は以下の通りに定義している.

• 外部熱ロスビー数: RT ≡ gH∆H

a2Ω2
,

• 水平および鉛直エクマン数: EH ≡ νH

a2Ω
および EV ≡ νV

H2Ω
,

• 鉛直プラントル数: PrV ≡ νV

κV
,

• 南北および鉛直流速を代表的流速としたロスビー数: Rv ≡ V

aΩ
および Rw ≡ W

HΩ
,

• 南北流速に対する東西流速の比: γ ≡ U

V
,

• 自転周期に対するニュートン加熱/冷却の緩和時間の比: ε ≡ τΩ.

式 (2.19)より直ちに Rv ∼ Rw が示せる. また, 下端境界条件 (2.10)より無次元数

ζ ≡ νV

Cδz
,
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を得る. ここで δz は最下層の厚さである.
以上の無次元パラメータは外部条件から大きさの決まる外部無次元パラメータと, 外部

パラメータに依存して内部で決まる内部無次元パラメータの 2つに分類できる.

• 外部無次元パラメータ

RT , EH , EV , P rV , ε, ζ, ∆H , ∆V ,

• 内部無次元パラメータ
Rv, β, γ.

すなわち, 外部無次元パラメータを固定すれば, 得られる解は相似となる.
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第 3章

実験設定

HH 型ハドレー循環解から GM 型スーパーローテーション解までの定常解を調べるた
めに, パラメータスイープ実験を行う. パラメータスイープ実験とはパラメータを少しづ
つ変えた設定でそれぞれ数値解を求め, 解のパラメータ依存性を明らかにする方法である.

3.1 スイープパラメータ
本研究では HH80およびM80/82において重要なパラメータであった, RT , EH , EV を

スイープパラメータに設定する. M80/82ではグラショフ数 Gr をパラメータとして用い
ていたが, この Gr と RT , EV とは Gr = RT /E2

V の関係にある. RT , EH , EV を用いて
パラメータ空間を構成すると, HH80とM80/82をこの空間内に位置づけることが出来る
(図 3.1).
本研究の興味は HH型のハドレー循環解と GM型のスーパーローテーション解の関係

性にあるので, 両者を繋ぐかたちで, パラメータのスイープ範囲を設定する.
その他の外部無次元パラメータを固定したまま, スイープパラメータの RT , EH , EV

を変えるために, Ω, τ , νH , νV , κV そして C の値をそれぞれ変える. ただし, 他
のパラメータは a = 6.4 × 106 m, H = 8 × 103 m, δz = 250 m, g = 9.8 m/s2,
Θ0 = 250 K, ∆H = 1/3 , ∆V = 1/8 に固定しておく. スイープパラメータのスイー
プ範囲はそれぞれ 1.2 × 10−2 ≤ RT ≤ 1.2 × 103, 3.3 × 10−10 ≤ EH ≤ 1.3 × 100,
2.1 × 10−4 ≤ EV ≤ 2.1 × 10−2 である. その他の外部無次元パラメータの固定値は
PrV = 1, ε = 126, ζ = 0.8である. これは HH80と同じ値を採用している.
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EV

EH

RT

Matsuda (1980, 1982)

Held & Hou (1980) 2.1!10-4

2.1!10-3

2.1!10-2

10-2

103

10-10 100

本研究

図 3.1 パラメータ空間 (RT , EH , EV )に置ける, Held and Hou (1980, 緑色), Mat-

suda (1980, 1982, 紫色)および本研究 (水色)の位置づけ.

3.2 数値モデル
定常解を求めるために, 本研究では支配方程式系 (2.1)-(2.10)の時間変化項を残したも

のを離散化して, 数値モデルを構築し, 解が定常になるまで時間発展計算を行う. 離散化の
方法として, 水平方向にはスペクトル法を, 鉛直には中央差分法を用い, 時間積分は 4次の
ルンゲ・クッタ法を使用する. 水平解像度は切断波数 85(ガウス緯度で極から赤道まで 64
格子), 鉛直は 32層, 時間刻み幅は 1時間に設定する. 初期値には等温位 (Θ = Θ0)の静
止大気を用いる. なお, 数値モデルの構築に関する詳細は付録 Bを参照のこと. 実際の構
築手順としては, 先に, 球面ブシネスク流体プリミティブ方程式系の 3次元モデルを構築
し, その後に, これを軸対称 2次元化した.
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第 4章

実験結果

時間発展計算を行った結果, 解が振動して定常解が得られないパラメータ領域が存在し
た (図 4.1). 本章では定常解が得られた領域の解を詳細に記述する. その後で, 非定常解に
なる原因を簡単に示す. なお, 各パラメータ毎の定常解は付録 Dに載せる.

EV

EH

RT

2.1!10-4

2.1!10-3

2.1!10-2

10-2

103

10-10 100

j k l

m n

o p
非定常解

a  b  c  d  e  f  g  h  i

z

q r s

t u

v w

図 4.1 パラメータ空間における非定常解の分布 (黒). 英文字は図 4.4-4.6の図中のそ
れらと対応する.
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CI = 1!102 CI = 1!102 CI = 1!102

CI = 8!101 CI = 4!102 CI = 3!101

CI = 2!101 CI = 1.5!101 CI = 1.2!101

a   EH = 3.3!10-10 b  EH = 3.3!10-9 c   EH = 3.3!10-8

e   EH = 3.3!10-6d   EH = 3.3!10-7 f   EH = 3.3!10-5

h   EH = 3.3!10-2g   EH = 3.3!10-3 i   EH = 3.3!10-1

EV = 2.1!10-2RT = 1.2!10-1,

図 4.2 RT = 1.2 × 10−1, EV = 2.1 × 10−4 で EH = 3.3 × 10−10 から 3.3 × 10−1

まで (図 4.1 の a から i まで) の, 定常状態の東西風 [m/s](色調) と子午面流線関数
[m2/s](等値線). 等値線間隔 (contour interval, CI)は各パネル上部に表示.

4.1 定常解
時間発展計算により得られた定常解のうち, RT = 1.2 × 10−1, EV = 2.1 × 10−4 で,

EH = 3.3 × 10−10 から 10−1 まで (図 4.1 の a から i まで) を図 4.4 に示す. まず, a

(EH = 3.3 × 10−10 ) の場合は HH80で行われた数値実験とほぼ同じ場合であり, 数値解
もほぼ同じものが得られている (図 A.1と比較するとよい). すなわち, ハドレー循環と小
さな“フェレル”循環が見られ, 赤道上空では東風で, ハドレー循環の極側で強いジェット
が形成されている. この aの場合から EH を増加させていくと, d (EH = 3.3 × 10−7)ま
では, 場はほとんど変わらないが, e (EH = 3.3 × 10−7)では赤道上空で西風となり, 子午
面循環が極側に延びている. そして, さらに EH が大きくなると, 東西風速場は徐々に剛
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RT = 1.2!10-1

a" = 467 m/s

CI = 2.5!102 CI = 1!102CI = 1.5!102

RT = 1.2!101

a" = 47 m/s

CI = 2!102CI = 2.5!102

RT = 1.2!103

a" = 5 m/s

CI = 8!101CI = 1!102

EH = 3.3!10-10 EH = 3.3!10-3 EH = 3.3!10-1

EV = 2.1!10-3 j k l

m n

o p

図 4.3 EV = 2.1 × 10−3 で RT = 1.2 × 10−1, 101, 103, EH = 3.3 ×
10−10, 10−3, 10−1 (図 4.1 の j から p まで) の, 定常状態の東西風 [m/s](色調) と
子午面流線関数 [m2/s](等値線). 等値線間隔は各パネル上部に表示.

体回転に近づいていき, 子午面循環はますます極側に広がっていくと同時に, 循環自体は
弱くなっている.
次に, 図 4.1 の j から p, q から w のパラメータでの定常解を図 4.5, 4.6 に示す.

RT = 1.2 × 10−1 の jから l, qから sへの変化は, 先ほど見た aから iへの変化と同様で
ある.

EH = 3.3 × 10−1 で水平拡散が非常に強いとき (l, n, p, s, u, w) は, 他のパラメー
タによらず, 東西風速場は剛体回転をしており, 赤道から極まで延びる 1セルの子午面循
環になっている. しかし, EH = 3.3 × 10−3 程度の水平拡散の強さ (k, m, o, r, t, v)
だと, 東西風速は中高緯度で極大をとり, EV = 2.1 × 10−3 のときは上下に 2 つのセル
をもつ子午面循環があらわれている. EV = 2.1 × 10−2 の場合 (q から w) はいずれも,
EV = 2.1× 10−3 の場合 (jから p) よりも東西風速が小さくなっており, 逆に子午面循環
は強くなっている. これは強い鉛直粘性によって東西風速が制限されるからである. すな
わち, 南北方向の力の釣り合いを保つために強い子午面循環が熱を輸送し, 南北温度勾配
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CI = 6!102CI = 1!103

RT = 1.2!10-1

a" = 467 m/s

CI = 1.2!103

CI = 8!102CI = 1!103

RT = 1.2!101

a" = 47 m/s

CI = 2.5!102CI = 5!102

RT = 1.2!103

a" = 5 m/s

EH = 3.3!10-10 EH = 3.3!10-3 EH = 3.3!10-1

EV = 2.1!10-2 q r s

t u

v w

図 4.4 EV = 2.1 × 10−2 で RT = 1.2 × 10−1, 101, 103, EH = 3.3 ×
10−10, 10−3, 10−1 (図 4.1 の q から w まで) の, 定常状態の東西風 [m/s](色調) と
子午面流線関数 [m2/s](等値線). 等値線間隔は各パネル上部に表示.

を弱めているからである (図 4.7).
図 4.5 の p の場合 (RT = 1.2 × 103, EH = 3.3 × 10−1, EV = 2.1 × 10−3) に注目す

ると, このときの惑星の自転速度 (aΩ) は約 5m/s であるのに対して, 風速は赤道上空で
65m/sに達しており, 13倍程度のスーパーローテーションが実現されている. 一方で, 図
4.6のwの場合 (RT = 1.2× 103, EH = 3.3× 10−1, EV = 2.1× 10−2), pよりも鉛直粘
性が強いために, 風速が弱まり, 3倍程度のスーパーローテーションにとどまっている.
ここで, M80の大循環の分類を用いれば lや sは地球型温度風バランス (E型)に相当

しており, pや wは金星型温度風バランス (V型)に, nや uは E型と V型の境界付近に
相当する. ただし, EV = 2.1× 10−2 の場合 (s, u, w) の方がM80のレジームダイアグラ
ムにおいて, 直接循環バランス (D型)の領域に近くなっている.
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EV = 2.1!10-3 (n) 

EV = 2.1!10-2 (u)

Θ
[K

]

lat [deg.]

図 4.5 鉛直平均温位 Θ[K]の緯度分布. RT = 1.2 × 101, EH = 3.3 × 10−1 で実線が
EV = 2.1 × 10−3(n), 破線が EV = 2.1 × 10−2(n).

4.2 非定常解
非定常解の一例として, 図 4.1の zの位置での解を図 4.2に示す. 図 4.2で, まずはハ

ドレー循環が鉛直に複数に分裂しているのが目立つ. また, 緯度 45°付近の上空にジェッ
トが形成されており, そこから筋状の対流が斜めに延びている. そして, 東西風速場も細か
く振動している.
このときの渦位 (ポテンシャル渦度)の分布を図 4.3に示す. 低緯度の循環のすぐ極側に

北半球で渦位が負の領域が広がっており, ちょうど筋状の斜めの対流と重なっている. す
なわち, この領域では対称不安定*1 が発生している. これが定常状態に至らなかった原因
であろう.
ただし, 本研究ではこのような非定常解に関する解析・考察をこれ以上は行わず, 定常

解にのみ着目する.

*1 静的安定かつ慣性安定な場でも流体粒子が斜めの変位に対して不安定な場合を, 一般に対称不安定または
斜向不安定と言う (小倉, 1997).
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RT = 1.2, EH = 3.3!10-10, EV = 2.1!10-4

t = 1815 days t = 1819 dayst = 1817 days

t = 1821 days t = 1825 dayst = 1823 days

図 4.6 パラメータ RT = 1.2, EH = 3.3 × 10−10, EV = 2.1 × 10−4 (図 4.1の z)で
の東西風 [m/s](色調) と子午面流線関数 [m2/s](等値線) の 2 地球日 (days) ごとの緯
度-高度断面 (スナップショット). ただし, 1day = 86400s, 子午面流線関数の等値線間
隔は 1000.

RT = 1.2, EH = 3.3!10-10, EV = 2.1!10-4

t = 1815 days t = 1819 dayst = 1817 days

t = 1821 days t = 1825 dayst = 1823 days

図 4.7 パラメータ RT = 1.2, EH = 3.3 × 10−10, EV = 2.1 × 10−4 (図 4.1の z)で
の渦位 [K/(ms)](色調) と子午面流線関数 [m2/s](等値線)との 2地球日 (days)ごとの
時間断面図. 子午面流線関数の等値線間隔は 1000.
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第 5章

力学的解析

本章では HH型ハドレー循環解と GM型スーパーローテーション解の繋がり方を明ら
かにするために, 前章で示した定常解のパラメータ依存性を量的に解析する. そこで解析
にあたり, 2つの診断指標, スーパーローテーション強度と剛体回転率を導入する.

5.1 スーパーローテーション強度
本節で導入する診断指標, スーパーローテーション強度 S は以下で定義する.

S =
U

aΩ
. (5.1)

ここで, U は最上層の東西風を赤道から極まで重み付き平均したものである. つまり,
S > 0ならば, 大気は地表面よりも速く回転していることを意味する. 一般に, 大気が地表
面の何倍も高速に回転しているときにスーパーローテーションと呼ばれるが, 本研究では
S ≥ 1の状態, すなわち大気が地表面の 2倍以上の速さで回転している状態を強スーパー
ローテーションと呼び, 0 < S < 1の状態を弱スーパーローテーションと呼ぶ.
得られた数値解の EV , EH を固定したときの S の RT 依存性を図 5.1に示す. S は RT

が大きくなるに従って増加していくが, EV = 2.1 × 10−3 のとき (図 5.1 左) は EH =
1.3 × 10−3 だと強スーパーローテーション (S ≥ 1) にはならないし, EV = 2.1 × 10−2

のとき (図 5.1 右) は EH ≤ 1.3 × 10−2 だと強スーパーローテーションにならない. ま
た, EH = 3.3 × 10−1 で水平拡散が十分大きい場合は, S は RT < 1のとき RT に比例し,
RT > 1のとき

√
RT に比例して増加しており, EV = 2.1 × 10−3 の場合 RT ≥ 1.2 × 101

で強スーパーローテーションになり, EV = 2.1 × 10−2 の場合 RT ≥ 1.2 × 102 で強
スーパーローテーションになっている. EV が小さい方が S は大きくなり, 今の場合,
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図 5.1 (左) EV = 2.1× 10−3, (右)EV = 2.1× 10−2 のときのスーパーローテーショ
ン強度 S の水平エクマン数 EH と外部熱ロスビー数 RT に対する依存性. 橙色一点鎖
線は地衡流平衡と旋衡風平衡の仮定のもとにした見積り値.

EV = 2.1 × 10−3, EH = 3.3 × 10−1, RT = 1.2 × 103 のときに S = 11で最大となって
いる.

S の値は地衡流平衡と旋衡風平衡を仮定した簡単な考察により, RT の関数として見積
ることが出来る. 南北の運動方程式 (2.16)において, 移流項と拡散項を無視して, Rvγ を
S で近似し, β ∼ 1を仮定すると,

S2u2 tanφ + 2Su sinφ ∼ −RT
∂Φ
∂φ

, (5.2)

となる. 上式より S は,

S ∼
{

RT for RT ( 1 : 地衡流平衡√
RT for RT ) 1 : 旋衡風平衡 . (5.3)

で近似される. さらに, 図 5.1をみると RT ∼ 1であっても

S ∼
{

RT (RT ≤ 1のとき)√
RT (RT > 1のとき) , (5.4)

として良い. S の見積り (5.4)は EV が小さく, EH が非常に大きいときに, 広範囲の RT

に対して良い見積りである. 以上の見積りに関する考察は M80がおこなった地球型温度
風バランスと金星型温度風バランスの議論に相当している (M80の式 3.13).
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5.2 剛体回転率
次に導入する指標は剛体回転率 Rg と呼び, 以下で定義する.

Rg ≡ 東西風運動エネルギーの剛体回転成分
東西風運動エネルギー

∣∣∣∣
z=H

=
2|ψ1|2∑

n(n + 1)|ψn|2

∣∣∣∣
z=H

. (5.5)

ここで ψn (n = 1, 2, · · ·)は水平流線関数をルジャンドル多項式展開したときの展開係数
である. Rg は, すなわち, 最上層の東西風運動エネルギーにおける剛体回転成分の寄与率
を表している.
図 5.2 に RT , EV を固定したときの Rg の EH 依存性を示す. これより, EH が非常

に大きいときは Rg ∼ 1となり, 東西風速場はほぼ剛体回転にあることが分かる. これは
図 5.3の (vi)からも確認できる. 一方で, EH が非常に小さいときは Rg は RT , EV に依
存した一定値を取っている. このような場合は HH 型のハドレー循環解に対応している
(図 5.2, 5.3の (i)). Rg は, HH型ハドレー循環解の値から剛体回転解の値へと, 図 5.2の
(ii)-(v)のように EH のある限られた範囲で大きく変化している. このような範囲内では,
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図 5.2 剛体回転率 Rg の水平エクマン数 EH に対する依存性. 十字形は EH ∼ EV S

で見積られる位置を表す. ローマ数字は図 5.3のそれと対応する.
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図 5.3 最上層の東西風 [m/s] の緯度分布. パラメータ値は EH =(i) 3.3 × 10−9,

(ii) 3.3 × 10−6, (iii) 1.3 × 10−5, (iv) 3.3 × 10−5, (v) 1.3 × 10−4, (vi) 1.3 × 10−1,

RT = 1.2 × 10−1, EV = 2.1 × 10−4.

低緯度上空の東西風が大きく増加している (図 5.3).
ここで図 5.2において HH型から剛体回転型, 大きく変化する領域のパラメータ空間上

のおよその位置を見積もることを考える. 東西の運動方程式 (2.1)を左辺を絶対角運動量
M = a2Ω cos2 φ + ua cos φで書き直すと,

1
a cos φ

∇ · (vM) = νHDH(u) + νV
∂2u

∂z2
, (5.6)

となる. ここで v ≡ (v, w)は子午面流速で, ∇ ≡ [(a cos φ)−1∂(cos φ )/∂φ, ∂/∂z] は子
午面内の勾配演算子である. νH が十分に小さいときは, 式 (5.6)は左辺のフラックス発散
項と右辺の鉛直粘性項が釣り合っている. そして, (5.6)の水平拡散項は νH の増大にとも
なって大きくなるので, HH型ハドレー循環解から大きく変わるのは水平拡散項が他の支
配的な項 (フラックス発散項と鉛直粘性項)と同程度の大きさになるときだと期待できる.

HH 型ハドレー循環解における水平拡散項の大きさは HH モデルの理論解を利用する
ことで, 次のように見積もることが出来る. まず, ハドレーセルの外側では東西風速場は
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ニュートン加熱/冷却の基準温位場 (2.6)と温度風平衡にあるので,

ue = aΩ
[(

1 + 2RT
z

H

)1/2
− 1

]
cos φ, (5.7)

となる (式 (5.7)の詳しい導出は付録 A参照). これは剛体回転の場であり, 水平拡散項は
ゼロになる. 一方でハドレーセル内の最上層の東西風は角運動量保存則により決められ,

uM = aΩ
sin2 φ

cos φ
, (5.8)

となる. つまり, HH 型ハドレー循環解における水平拡散項の大きさは νHuM/a2 ∼
νHaΩ/a2 で見積もられる. よって, これが HH 型ハドレー循環解で支配的な項のひとつ
である鉛直粘性項と同じ大きさになるとき,

νH
aΩ
a2

∼ νV
U

H2
, (5.9)

となる. すなわち, 水平拡散項と鉛直拡散項が同程度の大きさになるのは,

EH ∼ EV S, (5.10)

となるときである. ここで, S の値として前節で見積もった式 (5.4) を用いると, 見積り
(5.10)を満たす EH は図 5.2において十字形で示した値となる. この見積りは実際の変化
領域を良く見積もっている. ゆえに, 上記の見積りは妥当だと言える.
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図 5.4 定常解の無次元パラメータ RT , EH , EV に対する依存性を表す模式図.

5.3 軸対称 2次元のまとめ
これまでの結果を簡単にまとめると図 5.4 のようになる. つまり, 自転軸対称, 赤道対

称を仮定し, ニュートン加熱/冷却を用いた, 球面上のブシネスク流体プリミティブ方程式
系の定常解は無次元パラメータ RT , EH , EV に対して, 以下の依存性をもつ.

(1) RT が大きく, EH が小さいときは, 対称不安定が発生し, 解は非定常となる.
(2) RT , EH , EV がともに小さいときは HH型ハドレー循環解となる. この解は EH を
大きくするとき, ある限られた EH の範囲で大きく変化して, 剛体回転解になる.
この変化が大きくなるときの EH は RT , EV に依存しており, およそ EH ∼ EV S

で見積もることが出来る.
(3) RT を大きくしたときに, 強スーパーローテーション (S > 1) になるためには, 少
なくとも EH が EV よりも大きいことが必要となる. そして, EH が十分に大き
いとき (∼ 10−1) 東西風速場は剛体回転になり, このときの S は, RT ≤ 1 のとき
S ∼ RT , RT > 1のとき S ∼

√
RT で見積もられる. これは EV が小さいほどよい

見積りとなる.
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第 6章

2次元・3次元比較

本章では 3次元モデルで数値計算を行い, その 3次元解とこれまでに得られた軸対称 2
次元解を比較する.

6.1 3次元計算
3次元計算を行うための支配方程式系は, 式 (2.1)-(2.10)を 3次元に拡張したものであ

る. 3次元の方程式系や数値モデルの詳細に関しては, 付録 B.3節を参照されたい.

6.1.1 実験設定

2次元計算との比較を行うために, 基本的には同じ実験設定で, 同じスイープ範囲を計算
する. ただし, 2次元モデルにおける拡散・粘性項の意味合いは 3次元モデルにおけるそ
れと異なるので, 3次元実験のスイープパラメータは RT のみとする. つまり, 軸対称 2次
元モデルにおける拡散・粘性項は実際の 3次元世界における非軸対称成分による混合効果
をパラメタライズしたものだが, 3次元モデルの拡散・粘性項はサブグリッドスケール (格
子間隔よりも小さいスケール)の現象による混合効果を表し, 主として数値的な安定性の
ために導入されるものだからである. また, 3次元計算には 2次元計算より多くの計算量
が必要となるため, 本研究では 3次元計算の水平解像度は 2次元計算の半分に落とす.
よって, 3次元計算の実験設定は以下の通りである.

• 空間解像度は切断波数 T42(ガウス緯度で極から赤道まで 32点), 鉛直 32層.
• 時間発展計算の時間刻み幅は 1時間.
• スイープパラメータは RT で, スイープ範囲は 1.2 × 10−2 から 1.2 × 103.
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• その他の外部パラメータは 2次元計算のときと同じ値に固定.
• 鉛直エクマン数は EV = 2.1 × 10−3.
• 数値粘性として 4 次の高階粘性を導入. 切断波数に対する緩和時定数は 2.4 時間

(Held and Suarez, 1994).

6.1.2 実験結果

3次元モデルの解は多くの場合, 何らかの不安定を含み, 安定な定常解にはならない. ゆ
えに, 解がおよそ周期的に変化している準定常な状態に達した後に, 十分に長い期間で解
を時間平均したものを扱う. また, RT = 1.2 × 10−2 の計算結果は, 切断波数付近にエネ
ルギーが溜まり, 数値解として不適切であった. これは自転を速くすると木星の縞模様に
見られるようなマルチジェット構造が形成されると期待されるが (Williams, 2003), 今回
の水平解像度では幅の狭い複数のジェットを表現できなかったものと考えている. よって,
ここでは 1.2 × 10−1 ≤ RT ≤ 1.2 × 103 の範囲の解を対象に考察する.
はじめに, 全球積分した相対角運動量 (以後, 総角運動量と呼ぶ)の時間発展を図 6.1に

示す. この図から次のことが分かる.

(1) 総角運動量は, 初期状態 (静止大気)のゼロから徐々に増加していき, やがて一定値
付近でやや不規則に振動するようになる. このような状態を準定常状態と呼ぶこと
にする.

(2) 準定常状態に達するまでに要する時間は RT が大きくなるほど長くなる. また, 準
定常時の振動周期も RT が大きいほど長い.

(3) とりわけ RT ≥ 1.2 × 102 で準定常状態に達するまでの時間が長くなる.
(4) RT = 1.2 × 103 のときは, 準定常状態での振動がとりわけ明瞭に見え, 振幅が大き
く, 振動周期も非常に長い.

このように, 時間発展の過程においても非常に興味深い現象が見られたが, 本研究では軸
対称 2次元定常解との比較に焦点を絞り, このような現象の解析は行わない. 本研究では,
図 6.1 で陰影をつけた期間のデータを切り出し, 時間平均を施した解を準定常解として
扱う.
この準定常解の東西平均子午面場を図 6.2 に示す. RT = 1.2 × 10−1(地球程度) のと

きはハドレー循環および間接循環のフェレルセルが形成されている. ただし, 現実地球の
ような 3セル構造にはならず, フェレルセルが極まで達している. 東西風は赤道上空で東
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図 6.1 全球積分した相対角運動量の時間発展. ただし, 惑星半径 aで除した値で示し
ている. 陰影部は切り出して時間平均する期間を表す. RT = 1.2 × 102, 103 のグラフ
は時間軸の大きさが他と異なる. RT = 1.2 × 103 でデータが重複している箇所は, 数
値計算のリスタート時に出力時刻が重複したためである.

風となっており, 緯度 45°付近に幅の広いジェットが形成されている. フェレルセルは
RT = 1.2 × 100, 1.2 × 101 でも見られるが, RT = 1.2 × 101 では鉛直に 2つのセルが出
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図 6.2 準定常状態の東西平均東西風 [m/s](色調) と平均子午面循環 [m2/s](等値線).

RT の値, 等値線間隔は各パネル上部に表示.

来ている. 東西風は RT = 1.2 × 10−1 の場合と異なり, 赤道上空に西風ジェットが存在す
る. 一方, RT = 1.2 × 102, 103 では間接循環はなく, 大まかに見て 1セルの構造をしてい
る. 東西風は水平方向に一様に近い風速場となっている. スーパーローテーション強度 S

は, RT = 1.2 × 102 のときに S = 3, RT = 1.2 × 103 のとき S = 2である.
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6.2 2次元解と 3次元解の比較
本節では軸対称 2次元解と前節で求めた 3次元の準定常解の比較を行う. まず, 最上層

の東西平均東西風速分布で比較を行う. 次に, 赤道上空での東西風速が最も近い 2次元解
を選択して, その水平拡散と 3次元解の角運動量の渦フラックスを東西平均子午面場で比
較する. そして, 2次元解と 3次元解の比較から HHモデルと GMモデルの 3次元解に対
する妥当性を考察する.

6.2.1 最上層の東西風

第 5 章で見てきたように, HH 型ハドレー循環解と GM 型スーパーローテーション解
は, それぞれ最上層の東西風に特徴があるので, まずはこれを比較する. 図 6.3は 2次元解
と 3次元解の最上層の東西風の緯度分布を重ね書きしたものである. ただし, 2次元解は
3次元解に最も近い 2つを選択している. これより, 次のことが分かる.

(1) RT = 1.2 × 10−1(地球程度) で, 3 次元解の低緯度の東西風速分布は HH 型ハド
レー循環解 (EH が小さいとき)の風速分布と良く一致している.

(2) RT が小さいときの中高緯度の 3次元解は, 2次元解との差異が大きい. これは軸対
称 2次元モデルでは発生しない非軸対称な不安定による効果だと考えられる.

(3) RT が大きい場合の 3 次元解は GM 型スーパーローテーション解のような剛体回
転に近い風速分布にはならず, EH ∼ 10−3 程度のときの風速分布に近い.

(4) 赤道上の風速で比較したときに 3次元解と最も近い値の 2次元解は, RT = 1.2×100

では EH = 1.3 × 10−3, RT = 1.2 × 101 では EH = 3.3 × 10−3, RT = 1.2 × 102

では EH = 1.3 × 10−2, RT = 1.2 × 103 では EH = 3.3 × 10−3 である.
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図 6.3 最上層の東西平均東西風 [m/s]の緯度分布. 緑破線が 3次元解を, 青/赤実線が
2次元解を表す. RT の値は各グラフ上部に示す. RT = 1.2 × 10−1 以外は 2次元解の
EV は EV = 2.1 × 10−3 である.
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6.2.2 東西平均子午面場

前節では最上層の東西風速の比較をおこなったが, ここでは図 6.3において, 赤道上の
風速が 3次元解と最も近い 2次元解を選択し, 両者の東西平均子午面場を比較する.
さきに角運動量方程式を用いて, 軸対称 2 次元モデルの子午面場と 3 次元モデルの東

西平均子午面場との関係を述べる. 東西の運動方程式は絶対角運動量 M = ua cos φ +
a2Ω cos2 φで書き換えることができる. 定常軸対称を仮定した 2次元の方程式の場合,

∇ · (vM) = νV
∂2M

∂z2
+ νHa cos φDH(u), (6.1)

となる. 一方で, 3次元の場合, M = M + M ′, v = v + v′ のように東西平均とそれからの
ずれ成分に分けてオイラー平均の方程式にすると,

∇ · (v M) = νV
∂2M

∂z2
−∇ · FM , (6.2)

ただし
FM ≡ (M ′v′, M ′w′), (6.3)

となる.
ここで注目すべきは (6.1), (6.2)はともに, 右辺第 3項 (水平拡散項と角運動量渦フラッ

クスの収束発散項) がなければ, ハイドの定理 (Hide, 1969; 付録 A.4節参照) により赤道
上空で西風をとれないことである. すなわち, 軸対称 2次元モデルで解の構造の決定に重
要な役割を果たした水平拡散項と, 3次元モデルの角運動量渦フラックスの収束発散項は
同じ役割 (角運動量を赤道上空に輸送するという役割) を果たしているのである.
そこで, この両者を比較する. まず, 東西平均絶対角運動量 (を惑星半径 aで除した量)

と平均子午面流線関数を図 6.4, 6.5に示す. そして, 図 6.6, 6.7に 3次元解の角運動量渦
フラックスとその収束, 2次元解の水平拡散の分布を示す.

43



RT = 1.2 ! 10-1

RT = 1.2 ! 100

RT = 1.2 ! 101

RT = 1.2 ! 103

RT = 1.2 ! 102

EH = 3.3 ! 10-10, EV = 2.1 ! 10-3

EH = 1.3 ! 10-3, EV = 2.1 ! 10-3

EH = 3.3 ! 10-3, EV = 2.1 ! 10-3

EH = 1.3 ! 10-2, EV = 2.1 ! 10-3

EH = 3.3 ! 10-3, EV = 2.1 ! 10-3

m/s

m/s

m/s

m/s

m/s

3D 2D

3D 2D

図 6.4 東西平均絶対角運動量を惑星半径 a で除した量 [m/s] (色調) と平均子午面流
線関数 [m2/s] (等値線)の (左) 3次元解と (右) 2次元解. 2次元解は図 6.3にて赤道上
空の風速が最も近い場合を各 RT について選択している. 色調は RT 毎に共通である.
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図 6.5 図 6.4と同様.

まず, RT = 1.2× 10−1 に注目すると, 低緯度のハドレー循環は, 強さに若干の違いはあ
るが, その幅は同程度であり, また角運動量分布も似た分布を示している. このときの角運
動量渦フラックスと水平拡散 (以後, まとめて角運動量輸送と呼ぶ) を比較すると, 3次元
解は緯度 30°付近から緯度 50°付近の上空へと角運動量を輸送しているのが特徴的であ
る. これは次節で詳しく解析する. 一方で, 低緯度に着目すれば 3次元解と 2次元解とも
に角運動量輸送がない. これらから, 地球程度の RT のときは, 低緯度に限れば, 軸対称 2
次元モデルが 3次元モデルの近似として機能していることがわかる.
ところが, RT = 1.2 × 100, 101 の場合は子午面循環の形状が大きく異なる. 3次元解で

はハドレー循環は比較的きれいな形をしているが, 2次元解は下方に強い循環が集中し, 上
方に弱いセルを形成し変形している. また, 角運動量輸送に注目すると, 2次元解では高緯
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図 6.6 (左) 3 次元解の角運動量渦フラックス [m3/s2] とその収束 [m2/s2] と (右) 2

次元解の水平拡散 [m2/s2] の子午面分布. 暖色系が西風 (東向き) 加速の働きをしてい
ることを表す. 2次元解は図 6.3にて赤道上の風速が最も近い場合を各 RT について選
択している. 色調は RT 毎に共通.

度から低緯度への単純な輸送であるのに対して, 3次元解では地表面付近から赤道上空へ
の角運動量輸送がある. これが, ハイドの定理を破り, 赤道上空で西風を生む原因だと考え
られる.
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図 6.7 図 6.6と同様.

次に, 自転が遅い場合 (RT = 1.2 × 102, 103)に注目する. 自転が遅い場合は, 東西風速
場は剛体回転になり, 強いスーパーローテーションが実現されるとするギーラシメカニズ
ムが働いていると期待された. しかし, 実際に 3次元解として実現されたのは, それほど
強いスーパーローテーションではないことは前節で確認した. そこで, 同じような風速分
布が実現されたとき (EH ∼ 103 のとき) の 2次元解と比較すると, 子午面循環の特徴は大
まかに一致している (図 6.5). 両者とも RT = 1.2 × 102 では子午面循環が高緯度側・下
方に偏っており, RT = 1.2 × 103 では上方と下方にそれぞれ薄いセルが形成されている.
角運動量輸送に注目すると, RT ≤ 1.2× 101 まではみられた中高緯度への角運動量輸送が
なくなっている (図 6.7). 逆に, 中高緯度から低緯度への角運動量輸送が顕著であり, それ
は上層部分に集中している. この輸送の原因に関して, 次節で詳しい解析を行う.
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6.2.3 ヘルド・ホウモデルとギーラシ・松田モデルの 3次元解に対する妥
当性

ここで HHモデルと GMモデルの 3次元解に対する妥当性を考える.
これまで見てきたように, RT = 1.2 × 10−1 のときに, 低緯度においては, 3 次元解と

EH = 3.3 × 10−10 の 2次元解 (HH型ハドレー循環解)の, 最上層の東西風速分布やハド
レー循環の幅がよく一致し, 2次元解, 3次元解ともに赤道への角運動量輸送がなかった.
これはすなわち, RT = 1.2 × 10−1 のときは, 軸対称 2次元の HHモデルが 3次元解のハ
ドレー循環のモデル化として, 妥当であることを意味している. *1

一方で, RT = 1.2 × 102, 103 のときの 3 次元解は, 数倍程度スーパーローテーション
にはなったものの, その風速分布は EH = 1.3 × 10−2, 3.3 × 10−3 のときの 2 次元解と
似ていた. また子午面循環や, 角運動量輸送の大きさや構造も似ていた. すなわち, 3 次
元解の非軸対称擾乱による角運動量輸送の大きさは, EH = 1.3 × 10−2, 3.3 × 10−3 の
水平拡散に相当すると見なせる. ところが, これらの EH の値は, GM モデルで仮定し
ている, “水平拡散は鉛直粘性より遥かに大きい”ことを十分に満たしていない (今の
場合, EV /EH = 0.16, 0.6 だが, M80/82 では 10 倍程度のスーパーローテーションには
EV /EH ∼ 10−2 程度が必要なことが示されている). すなわち, RT = 1.2 × 102, 103 のと
きに, GMモデルの 3次元解に対する妥当性は不十分だと言える.

*1 よりこまかく見ると, HH モデルで説明される 2 次元解は EV → 0 の極限解であり, 本研究では
EV = 2.1 × 10−4 のときが最もそれに近い. 一方で, 3 次元解は EV = 2.1 × 10−4 の 2 次元解より
も EV = 2.1 × 10−3 の 2 次元解に近い. しかし, これは 3 次元計算の際に入れた鉛直粘性の大きさが
EV = 2.1 × 10−3 であるためと考えている.
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6.3 3次元解の解析
本節では, 3次元解において角運動量輸送をもたらす不安定の 3次元構造を確認するた

めに, その不安定の典型例をとりあげ, 解析を行う.

6.3.1 エリアッセン・パームフラックス解析

まずは, 波と平均流の相互作用に関する解析手段であるエリアッセン・パーム (Eliassen-
Palm, EP)フラックス解析を行う. ただし, 本研究では気象業界で伝統的に用いられてい
る EPフラックスを拡張したもの (Ferrari and Plumb, 2003)を用いる (詳しくは付録 C
参照のこと). 以下, φ, z の下付き文字はその偏微分を表す.
まず,

ψ ≡ v′Θ′ Θz − w′Θ′a−1Θφ

a−2Θ2
φ + Θ2

z

, (6.4)

として,

v∗ ≡ v − ∂ψ

∂z
, (6.5)

w∗ ≡ w +
1

a cos φ

∂

∂φ
(ψ cos φ) , (6.6)

で, 残差速度 (v∗, w∗) を定義する. そして, 変形オイラー平均 (Transformed Eulerian
Mean, TEM)の東西運動方程式は
∂u

∂t
+

1
a cos φ

∂

∂φ
(u v∗ cos φ)+

∂(u w∗)
∂z

−
(

f +
u tanφ

a

)
v∗−X =

1
a cos φ

∇ ·F u, (6.7)

となり, EPフラックス F u ≡ (Fφ
u , F z

u )とその発散は

Fφ
u ≡ a cos φ

(
∂u

∂z
ψ − u′v′

)
, (6.8)

F z
u ≡ a cos φ

([
f − 1

a cos φ

∂

∂φ
(u cos φ)

]
ψ − u′w′

)
, (6.9)

∇ · F u =
1

a cos φ

∂

∂φ
(Fφ

u cos φ) +
∂F z

u

∂z
, (6.10)

と定義する. このように定義した EPフラックスを用いる理由は従来の EPフラックスだ
と, 境界条件 Θz = 0 のために, 境界上で定義出来ないからである. ここで用いる EP フ
ラックスは従来のものより一般化されたものである.
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RT = 1.2 ! 10-1

RT = 1.2 ! 100

RT = 1.2 ! 101

RT = 1.2 ! 103

RT = 1.2 ! 102

EP flux 残差循環

EP flux 残差循環

図 6.8 各 RT に対する (左) EP フラックス [m3/s2] とその発散 [m2/s2] と, (右) 残
差循環 [m2/s] (右). ただし, EP フラックスの収束に関しては色調の最大値 (最小値)

より大きい (小さい) 部分もその色で表示してある. 残差循環の等値線はゼロを基準に
正 (負)の方向に 20 (10)本を表示し, それより大きい (小さい)値の等値線は描いてい
ない.
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RT = 1.2 ! 10-1

RT = 1.2 ! 100

RT = 1.2 ! 101

RT = 1.2 ! 103

RT = 1.2 ! 102

EP flux 残差循環

EP flux 残差循環

図 6.9 図 6.8と同様.

図 6.8, 6.9に 3次元解の EPフラックスとその収束, および残差循環 (すべて時間平均)
を示す. EPフラックスはおよそ, φ成分が南北の運動量輸送を表し (向きは逆), z 成分が
南北の熱輸送を表している (上向きが北向き輸送に対応). よって, 図 6.8でベクトルが上
向きとなっている中高緯度では傾圧不安定が生じていると予想される. RT = 1.2 × 10−1

の場合などで, 上下端に EP フラックスの収束発散の強い対比があるが, これは境界条
件の影響である. 実際, これらの収束発散による東西風の加減速は, 同じく上下端に
張り付いている残差循環による運動量輸送と釣り合っている. 残差循環に着目すれば,
RT = 1.2 × 10−1(地球程度)では, 実際に観測される残差循環ような 2こぶの構造 (ハド
レー循環とフェレル循環) が見えている. しかし, RT = 1.2 × 100, 101 ではそのような
構造はなく, RT = 1.2 × 100 では 1セル, RT = 1.2 × 101 では複数セルの構造になって
いる.
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RT = 1.2 × 102, 103 の上空では, ベクトルが極向きなので, 運動量は赤道方向に輸送さ
れている. EPフラックスの z 成分がほとんどないことから順圧不安定が生じて, 運動量
を輸送していると考えられる. 残差循環に着目すれば, RT = 1.2 × 102, 103 ともにおよそ
1セルの形状になっている. 上層ではこの残差循環の極向きの流れによる運動量輸送と順
圧不安定による運動量輸送が釣り合っていると考えられる.

6.3.2 不安定の 3次元構造

ここでは, 図 6.8, 6.9の EPフラックスから示唆される不安定を, 擾乱の 3次元構造を
見ることで確認する.

傾圧不安定
RT = 1.2 × 10−1, 100 のときの, 中高緯度の鉛直上向きの EPフラックスは傾圧不安定

を示唆している. 最上層の東西風速分布 (図 6.3)において, RT = 1.2 × 10−1, 100 では 3
次元解の方が中高緯度の東西風が強くなっていたが, この原因も傾圧不安定だと思われる.
中高緯度の鉛直上向きの EPフラックスが見られる典型例として, RT = 1.2 × 10−1 の時
刻 t = 3112地球日での 3次元構造を確認する. この時刻での EPフラックスとその発散,
残差循環の様子を図 6.10に示す. 平均場と同様に, 緯度 50°から 60°を中心に上向きの
EPフラックスがあり, 熱を南北に輸送していることを表している. また, 残差循環も 2こ
ぶの構造が見えている.
この時刻での Θ, wと ψ′, Θ′ の水平断面を図 6.11に示す. ただし, ψ′ は水平流線関数*2

図 6.10 RT = 1.2 × 10−1 で t = 3112 地球日のときの (左)EP フラックス [m3/s2]

とその発散 [m2/s2], (右)残差循環 [m2/s].

*2 水平非発散の場ではないので, この場合, 厳密には水平流線関数は定義できない. ここでは流速をトロイ
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図 6.11 RT = 1.2 × 10−1 で t = 3112地球日のときの (左) 温位 Θ[K] (等値線), 鉛
直流 w[m/s] (色調)と (右)水平流線関数の擾乱成分 ψ′[m2/s] (等値線),温位の擾乱成
分 Θ′[K] (色調)の高度 4000mでの水平断面図.

の擾乱成分である. 図 6.11(左) をみると, 中緯度で上昇流と下降流が交互に並んでいる.
また, 温位の等値線が蛇行していて, 等値線の山谷が南西から北東にのびている. これら
は, 傾圧不安定波の特徴をよく示している. 図 6.11(右)をみると, Θ′ が正の場所で北向き
の流れ, Θ′ が負の場所で南向きの流れになっており, 熱を極向きに輸送している. また,
ψ′ の等値線は南西から北東に傾いていて, u′v′ > 0になっている. この運動量の極向きの
輸送が, 3次元解の中高緯度の西風を強化する原因となっている. 次に, u′, v′,Θ′, w′ の緯
度 60°で切った経度高度断面を図 6.12に示す. v′ と Θ′ が強い正の相関関係にあり, 熱を
極方向に輸送している様子が改めて確認できる. また, u′, v′, w′ は高度が上がるにつれて
西に傾いており, Θ′ は東に傾いている. そして, u′, v′, Θ′ は上下端で極値をとり, w′ は真
ん中の高度で極値をとっている. これらは傾圧不安定のイーディ (Eady) モードの特徴を
非常によく表している.
以上から, 中高緯度で鉛直上向きの EPフラックスの原因が傾圧不安定であることが確

認された.

ダル・ポロイダル展開 (付録 B.3.1 参照) したときのトロイダル (ψ) を水平の流線関数として使用して
いる. 今の場合, 水平流速に対するポロイダル成分の寄与はトロイダル成分よりも非常に小さく, 実際に
(u′, v′)のベクトル場と ψ′ の等値線を比較しても, 良く一致している.
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図 6.12 RT = 1.2 × 10−1 で t = 3112 地球日のときの緯度 60°での u′[m/s],

v′[m/s], Θ′[K], w′[m/s]の経度高度断面.

順圧不安定
次に, RT = 1.2 × 102, 103 のときに, 低緯度上空に見られる, 極向きの EPフラックス

について確認する. 極向きの EP フラックスは順圧不安定が生じていることを示唆して
いる. この順圧不安定による赤道向きの運動量輸送が, スーパーローテーションの要因に
なっていると考えられる. ここでは, RT = 1.2 × 102 の方がより強いスーパーローテー
ションであること, また, RT = 1.2 × 103 の場合は, 図 6.1にあるように大振幅の長周期
変動があることから, RT = 1.2 × 102 の解を対象とする. 低緯度の極向き EPフラックス
が見られる典型例として時刻 t = 28391地球日での EPフラックスと残差循環を図 6.13
に示す. 低緯度, 高度 5500m付近で EPフラックスは極向きに発散しており, 低緯度側に
運動量が輸送されている. 残差循環は低緯度上空に平均場にはない, 薄い対流があるが, 下
層部の大きな循環などは平均場と同じ構造をしている.
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図 6.13 RT = 1.2 × 102 で t = 28391 地球日のときの (左)EP フラックス [m3/s2]

とその発散 [m2/s2], (右)残差循環 [m2/s].

この時刻での Θ, w と ψ′, Θ′ の水平断面を図 6.14に示す. 各物理量とも東西波数 1成
分が卓越している. ψ′ の等値線が南東から北西にのびており, u′v′ < 0となって運動量を
低緯度側に輸送している. Θ の等値線は同心円状に近く, 傾圧不安定のときに比べ, 熱の
輸送は少ない.
次に緯度 24°での経度高度断面図を図 6.15 に示す. この図から, 高度 5000m から

6000mにかけて u′ と v′ が負の相関関係にあり, 運動量を赤道側に輸送していることが改
めて確認できる. しかし, 順圧不安定に特有の順圧的な構造はあまり目立っていない. 各
物理量とも, 地表から高度約 3000m までと 6000m より上空では位相が西に傾いており,

!", !"!, w

30°60° EQ30°60° EQ

lon = 0° lon = 0°

図 6.14 RT = 1.2 × 102 で t = 28391 地球日のときの (左) 温位 Θ[K] (等値線), 鉛
直流 w[m/s] (色調)と (右)水平流線関数の擾乱成分 ψ′[m2/s] (等値線),温位の擾乱成
分 Θ′[K] (色調)の高度 5500mでの水平断面図.
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図 6.15 RT = 1.2×102で t = 28391地球日のときの緯度 24°での u′[m/s], v′[m/s],

Θ′[K], w′[m/s]の経度高度断面.

3000mから 6000mまでの中層部では東に傾いている. とりわけ, v′ は位相の傾きが大き
く, 複雑な構造をしている.
以上のように, 極向きの EPフラックスをもたらす不安定は, u′v′ < 0となり, 運動量を

赤道向きに輸送してはいるものの, その構造は単純な順圧不安定の構造をしていなかった.
これは, スーパーローテーションを維持するための運動量輸送が, 順圧不安定以外の現象
でもたらされていることを示唆している.
なお, 本研究では, 3次元構造の解析は, 上記の 2例でとどめておく. より複雑な 3次元

擾乱の構造や発達過程などの解析は, 将来の課題として残しておく.
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第 7章

まとめ

本研究では, 自転軸対称を仮定した単純な系における定常解を広いパラメータ範囲にわ
たって解析することで, 大気大循環の基本的力学を研究した. 単純な系とは, 球面上のブシ
ネスク流体プリミティブ方程式系で放射過程としてニュートン加熱/冷却を使用し, 自転
軸対称と赤道対称を仮定した系である.
この系は 2つの有名な解をもつ. 1つは地球のハドレー循環の基本的なメカニズムを説

明した Held and Hou (1980)が求めた解である. この解は水平拡散係数をゼロとし, 鉛直
粘性係数がゼロに近づくときの極限解で説明される (ヘルド・ホウ (Held-Hou, HH)モデ
ル). もう 1つの解は, Matsuda (1980, 1982)が波数 3までモードのみを許し, 非常に大き
な水平拡散係数を仮定した上で求めた解である. この解は金星のスーパーローテーション
のメカニズムを説明する仮説の 1つである, ギーラシメカニズムを拡張した松田の理論に
よって説明される (ギーラシ・松田 (Gierasch-Matsuda, GM)モデル). 本研究では, この
2種類の解を HH型ハドレー循環解, GM型スーパーローテーション解と呼ぶことにした.
本研究では, HH型ハドレー循環解と GM型スーパーローテーション解を包含する範囲

で, パラメータスイープ実験を行い, 解のパラメータ依存性を調べた. HHモデル, GMモ
デルの鍵となる無次元パラメータである外部熱ロスビー数 (RT ), 水平エクマン数 (EH),
鉛直エクマン数 (EV )をスイープパラメータとした. 定常解を求めるために, 数値モデル
を構築して, 時間発展計算を行った. ただし, パラメータ領域の一部では, 対称不安定が
発生して定常解が得られなかった. 次に, スーパーローテーション強度 (S)と剛体回転率
(Rg)という 2つの指標を導入して, 定常解を量的に解析した.
解析の結果, 強スーパーローテーション (S > 1)のためには, 少なくとも鉛直粘性より

大きな水平拡散 (EH > EV )が必要なことが示された. さらに, EH が十分に大きく, EV

が小さいときには, S の値は RT の関数として RT ≤ 1のとき S ∼ RT , RT > 1のとき
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S ∼
√

RT でよく見積もられることが分かった.
剛体回転率 (Rg)を用いることで HH型ハドレー循環解から, 剛体回転型の弱スーパー

ローテーション解への変化を量的に診断することができるようになった. そして, 解は
ある限られた EH の範囲で大きく変化することが明らかになった. さらに, この変化が
大きくなるパラメータ空間上での位置を EH ∼ EV S (ただし RT ≤ 1 のとき S ∼ RT ,
RT > 1のとき S ∼

√
RT ) で見積もることに成功した.

次に, 本研究では, 軸対称 2次元解が“非軸対称な 3次元解の近似”として, 妥当か否か
を検証するために, 同じ球面上のブシネスク流体プリミティブ方程式系の 3次元数値モデ
ルを用いて, 3次元解を求め, 2次元解との比較を行った.
最上層の東西平均東西風の緯度分布, 東西平均絶対角運動量の子午面分布と平均子午面

循環, そして角運動量輸送 (2次元解の水平拡散と 3 次元解の角運動量渦フラックスの収
束) で比較を行い, RT = 1.2 × 10−1(地球程度) のときに, 2 次元解の HH 型ハドレー循
環解は 3次元解と低緯度で良く一致していることが確認できた. これは, 地球程度のパラ
メータ値のときの 3次元解のハドレー循環は, HHモデルによってよくモデル化されてい
ることの確認でもある.
しかし, RT の大きさが 1 以上になると, HH 型ハドレー循環解は 3 次元解とは一致し

なくなり, HHモデルは通用しなくなる. これは３次元解では渦フラックスにより角運動
量を赤道向きの輸送しているからであった. 角運動量の赤道向きの輸送は軸対称 2次元モ
デルでは水平拡散項として導入されている. 赤道上空の東西風速で比較したとき, EH が
10−3 から 10−2 程度のときの 2次元解が 3次元解とよく一致し, RT = 1.2 × 102, 103 の
ときは子午面循環場や角運動量の渦フラックスと水平拡散の分布も似ていた. しかし, こ
の程度の水平拡散の大きさはGMモデルがよく働くには不十分であり, GMモデルの妥当
性という点では否定的な結果となった.
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図の作成には地球流体電脳倶楽部の地球流体電脳ライブラリ (DCL), Tanahashi Makoto
氏のMjoGraph, アップル社のKeynote’08を使用させて頂きました. また, 数値計算には
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付録 A

ヘルド・ホウモデルの解説

付録 Aではハドレー循環のヘルド・ホウ (Held-Hou, HH)モデルについて詳しく解説
する.

A.1 支配方程式系
次のような支配方程式系を扱う. すなわち, プランドル数 1のブシネスク流体のプリミ

ティブ方程式系で, 自転軸対称, 定常状態を仮定する. ニュートン加熱/冷却によって流れ
を駆動し, 粘性/拡散は鉛直粘性のみ考慮する. 運動方程式, 熱力学方程式, 連続の式, 静力
学平衡の式は以下の通りになる. ただし理想気体の熱膨張率 1/Θ0 を用いる. (Held and
Hou (1980)の (1)式)

∇ · (vu) − fv − uv tanφ

a
=

∂

∂z

(
νV

∂u

∂z

)
, (A.1a)

∇ · (vv) + fu +
u2 tanφ

a
= −1

a

∂Φ
∂φ

+
∂

∂z

(
νV

∂v

∂z

)
, (A.1b)

∇ · (vΘ) =
∂

∂z

(
νV

∂Θ
∂z

)
− (Θ − Θe)

τ
, (A.1c)

∇ · v = 0, (A.1d)
∂Φ
∂z

= g
Θ
Θ0

. (A.1e)

ただし, Φ = p/ρであり, 変数は u, v, w がそれぞれ東西風, 南北風, 鉛直風, Θは温位, p

は圧力で, f = 2Ω sin φ で φ は緯度である. 定数は, ρ が密度, νV は粘性係数, g は重力
加速度, τ はニュートン加熱/冷却の時定数, aは惑星半径, Ωは自転角速度である. また,
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v = (v, w), ∇ = [ 1
a cos φ

∂(cos φ)
∂φ , ∂

∂z ], Θe はニュートン加熱/冷却の基準温位で

Θe

Θ0
= 1 − 2

3
∆HP2(sin φ) + ∆V

(
z

H
− 1

2

)
, (A.2)

で表されるものとする. ただし Θ0はΘe の全球平均, ∆H ,∆V は Θ0 に対する極赤道間,
下端上端間の温位差の比であり, P2 はルジャンドル多項式 P2(x) = (3x2 − 1)/2である.

A.2 境界条件
境界条件は, 上端では自由滑り条件 (フリースリップ), 熱フラックスなし, 境界を横切る

流れはないと仮定する. つまり

z = H 　で　∂u

∂z
=

∂v

∂z
=

∂Θ
∂z

= w = 0. (A.3a)

下端では熱フラックスなし, 境界を横切る流れはないが, 地表面の摩擦力は風速に比例す
ると仮定して

z = 0　で　∂Θ
∂z

= w = 0, (A.3b)

z = 0　で　νV
∂u

∂z
= Cu,　νV

∂v

∂z
= Cv, (A.3c)

となる. C は摩擦係数で定数である. 赤道に対して対称で, 赤道を横切る流れはないと仮
定する.

φ = 0　で　 v = 0. (A.3d)

A.3 非粘性厳密解
以上の方程式系は粘性がゼロ (νV = 0)ならば, 厳密解をもつ. それは

v = w = 0, (A.4)
Θ =Θ e, (A.5)
u = ue, (A.6)

である. ただし, ue は基準温位場と釣り合うコリオリ力を生み出す東西風であり, 式
(A.1b)および (A.1e)より

∂

∂z

(
fue +

u2
e tanφ

a

)
= − g

aΘ0

∂Θe

∂φ
, (A.7)
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を満たすことが分かる. (A.2)を φ微分すると

1
Θ0

∂Θe

∂φ
= −2∆H sin φ cos φ, (A.8)

となる. z = 0で ue ∼ 0だと仮定して, (A.7)を 0から z まで鉛直積分して, (A.8)を利
用すると

fue +
u2

e tanφ

a
=

2∆Hgz

a
sinφ cos φ, (A.9)

となる. さらに f = 2Ω sin φを用いて式を整理すると
( ue

Ωa

)2
+ 2 cos φ

( ue

Ωa

)
− 2

∆Hgz

Ω2a2
cos2 φ = 0, (A.10)

となる. この 2次方程式の解のうち z = 0で ue = 0を満たすものは

ue

Ωa
=

[(
1 +

2RT z

H

) 1
2

− 1

]
cos φ, (A.11)

である. ただし
RT ≡ gH∆H

Ω2a2
, (A.12)

であり, これは外部熱ロスビー数である. RT ( 1ならば
ue

Ωa
≈ RT cos φ

z

H
, (A.13)

であり, 赤道上空でも ue > 0つまり西風になる.

A.4 ハイドの定理
それでは, 上記の非粘性厳密解は粘性係数 νV が非常に小さいときの近似解として妥当

であろうか. このことは角運動量を考えることで明らかになる.
単位質量あたりの絶対角運動量M は次式で定義される.

M ≡ Ωa2 cos2 φ + ua cos φ. (A.14)

(A.14)を用いると (A.1a)は次式に書き換えることができる.

∇ · (vM) = νV
∂2M

∂z2
. (A.15)

この方程式は移流項 (左辺, フラックス形式)と拡散項 (右辺)からなる移流拡散方程式で
ある. このように, 移流と拡散だけで輸送される量は, その生成源 (今の場合, 赤道の地表
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面)においてのみ最大値を取ることが許されている. これはハイドの定理 (Hide, 1969)と
して知られている. これは類推として, 煙突から出る煙を考えると分かりやすい. 煙は風
に移流されたり, 煙の分子運動によって拡散したりするが, 煙の濃度が最も濃いのは煙の
生成源である煙突口になるのは容易に想像できるだろう.

—なお理論的な説明としては次のようになる. いま, M が領域の内部に極大を持っていると
仮定すると, その極大の周囲には閉じた等M 線が存在する. (A.15) をこの等M 線（閉曲
線）内で面積積分することを考える. すると左辺は, ガウスの発散定理を用いて

Z Z
∇ · (vM)dS =

I
Mv · ndl,

= M

I
v · ndl,

=

Z Z
∇ · vdS = 0,

となる. なぜなら, 等 M 線上の積分なので M は周回積分の外に出せ, 連続の式から
∇ · v = 0である. 一方, 等M 線の内部の方がM が大きいとしているので, この等M 線に
囲まれたあらゆる地点で ∂2M

∂z2 ≤ 0(z-M 平面にグラフ化すれば上に凸) である. ゆえに右辺
は負の値になる. よって M は領域の内部に極大を持たない. 上端からの角運動量の流出入
はないので, 同様の理由でM は上端に最大値を持つこともできない. 一方, 下端では地表面
から応力を受ける. 地表で西風のときは, 地表に角運動量が流出するので, M が最大値をと
ることはできない. 東風のときは地表から角運動量の供給を受けるので M は最大となるこ
とができる.

以上により, M の最大値は (Mmax = Ωa2)であり, 赤道上空で西風を維持することは出来
ない. つまり, 非粘性厳密解は粘性 νV が非常に小さいときの近似解としては不適当なこ
とが示された.

A.5 ヘルド・ホウモデルの仮定
そこで HHモデルは次の仮定をおいて粘性が弱いときの近似解を求める. すなわち, 赤

道側に定常なハドレー循環ができていると仮定して,

(1) ハドレー循環の上側の極向きの流れは角運動量を保存する,

u(φ,H) ≈ uM (φ), (A.16a)

(2) 地表面摩擦は十分に強く, 地表付近では風速は非常に弱い,

u(φ, 0) ≈ 0, (A.16b)
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(3) 南北の力の釣り合いは傾度風平衡にある,

fu +
u2tanφ

a
= −1

a

∂Φ
∂φ

, (A.16c)

(4) (A.1c)で熱拡散の項は無視できる,

∇ · (vΘ) = − (Θ − Θe)
τ

, (A.16d)

(5) そして, ハドレーセルは赤道から緯度 φH までの範囲にあり, φH よりも極側では基
準温位場で, 子午面の流れはない. つまり, ハドレーセルの極側では (A.7)が成立し
ている.

A.6 ハドレーセルの幅
上記の仮定のもと, ハドレーセルの極側の端の緯度 φH を求めるために, 温位の連続性

Θ(φH) = ΘE(φH), (A.17)

および, 温位の保存*1

∫ φH

0
Θ cos φdφ =

∫ φH

0
ΘE cos φdφ, (A.18)

を利用して, 以下の演算を行う. ただし, 上線は鉛直平均を表す. まず, z = H での
(A.16c)から z = 0での (A.16c)を引く.

f [u(H) − u(0)] +
tanφ

a
[u2(H) − u2(0)] = −1

a

(
∂Φ(H)

∂φ
− ∂Φ(0)

∂φ

)
. (A.19)

静力学平衡の式 (A.1e)を鉛直積分して, φ微分すれば

∂Φ(H)
∂φ

− ∂Φ(0)
∂φ

=
gH

Θ0

∂Θ
∂φ

, (A.20)

となる. uM = Ωa sin2 φ
cos φ と f = 2Ω sin φと (A.16a), (A.16b), (A.20)を用いれば (A.19)は

aΩ2 sin3 φ

cos φ

(
2 + tan2 φ

)
= − gH

aΘ0

∂Θ
∂φ

, (A.21)

*1 今は定常な場を考えているので, 領域内の正味の加熱冷却はない. よって
R φH
0 (Θ−Θe)τ−1 cos φdφ =

0, ゆえに (A.18)である.
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とかけ, これを φ積分したら

Θ(0) − Θ(φ)
Θ0

=
Ω2a2

gH

sin4 φ

2 cos2 φ
, (A.22)

となる. (A.2)および (A.22)を (A.17), (A.18)に代入すれば,

Θ(0)
Θ0

− Ω2a2

gH

sin4 φH

2 cos2 φH
= 1 − ∆H

(
sin2 φH − 1

3

)
, (A.23)

∫ φH

0

(
Θ(0)
Θ0

− Ω2a2

gH

sin4 φ

2 cos2 φ

)
cos φdφ =

∫ φH

0

(
1 − ∆H

(
sin2 φ − 1

3

))
cos φdφ,

(A.24)
である. この 2つの方程式は 2つの未知数 Θ(0),φH の連立方程式になっている.

φH ( 1を仮定すれば, この連立方程式は簡単に解けて

Θ(0)
Θ0

=
ΘE(0)

Θ0
− 5

18
RT ∆H , (A.25)

φH =
(

5
3
RT

)1/2

≈ 26◦, (A.26)

であることが分かる. これより, RT ( 1ならば φH ( 1であり, 先の仮定が妥当である
ことが分かる.

図 A.1 Held and Hou (1980) の数値解. 子午面流線関数 [m2/s] (左, 等値線間隔は
最大値の 1/10)と東西風速場 [m/s] (右, 等値線間隔は 5). ハドレーセルの極側の端の
緯度が φH とおよそ一致している.
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図 A.2 Held and Hou (1980)の数値解と理論解. z = H での東西風.

A.7 熱フラックス分布
熱力学方程式 (A.16d)を z = 0から H まで鉛直積分することで, 熱フラックスを求め

ることができる. ∫ H

0
∇(vΘ)dz =

(ΘE − Θ)
τ

H. (A.27)

sin φ ≈ φ, cos φ ≈ 1の近似を用いれば, 右辺は (A.2), (A.22), (A.25)を利用して表せて

1
Θ0

∫ H

0
vΘdz =

5
18

(
5
3

)1/2 Ha∆H

τ
R3/2

[
φ

φH
− 2

(
φ

φH

)3

+
(

φ

φH

)5
]

, (A.28)

となる.

A.8 地表付近の風速分布
このモデルは, さらに 2つの仮定を加えることで地表付近の風速分布を見積もることが

できる. 1つ目はハドレー循環が z = 0から H の間に限られているということ. 2つ目は
循環による熱輸送も熱拡散も大気の静的安定性には影響しない ( 循環の時間スケールも熱
拡散の時間スケールもニュートン加熱/冷却の時定数 τ より遥かに大きい)ことである.

Θ(H) − Θ(0)
Θ0

≈ ∆V . (A.29)
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図 A.3 Held and Hou (1980)の数値解と理論解. 南北熱フラックス.

上部境界層の質量フラックスを V とすれば, ハドレー循環は閉じているので下部境界層の
質量フラックスは −V になる. 熱や運動量の輸送はほとんど上下の境界層でまかなわれる
ので, フラックスを鉛直積分した量はそれぞれ

∫ H

0
vΘdz ≈ Θ(H)V − Θ(0)V ≈ Θ0∆V V , (A.30)

∫ H

0
vudz ≈ u(H)V − u(0)V ≈ uMV , (A.31)

と近似できる. 地表付近の風速を計算するために (A.15)に (A.14)を入れて

1
a cos φ

∂

∂φ
(Ωa2 cos3 φv + a cos2 φuv) +

∂wM

∂z
= νV

∂2

∂z2
(Ωa2 cos2 φ + ua cos φ),

1
a cos φ

∂

∂φ
(Ωa2 cos3 φv + a cos2 φuv) +

∂wM

∂z
= a cos φνV

∂2u

∂z2
.

これを鉛直積分して

1
a cos φ

∂

∂φ

(
Ωa2 cos3 φ

∫ H

0
vdz + a cos2 φ

∫ H

0
uvdz

)
+
∫ H

0

∂wM

∂z
dz = a cos φνV

∫ H

0

∂2u

∂z2
dz,

1
a cos φ

∂

∂φ

(
a cos2 φ

∫ H

0
uvdz

)
= a cos φνV

[
∂u

∂z

]H

0

,

1
a cos2 φ

∂

∂φ

(
cos2 φ

∫ H

0
uvdz

)
= −Cu(0). (A.32)
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(A.28), (A.30), (A.31)そして (A.32)から Cu(0)を求めることができて,

Cu(0) ≈ −25
18

ΩaH∆H

τ∆V
R2

[(
φ

φH

)2

− 10
3

(
φ

φH

)4

+
7
3

(
φ

φH

)6
]

, (A.33)

となる. (A.33)から地表付近の風は

φ <

(
3
7

)1/2

φH , (A.34)

の範囲では東風, (
3
7

)1/2

φH < φ < φH , (A.35)

の範囲では西風になることが分かる.

図 A.4 Held and Hou (1980)の数値解と理論解. z = 0での東西風.
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付録 B

数値モデルの構築

付録 Bでは本研究で使用した数値モデルを構築する手順を記す. B.1節はスペクトル法
に関する基礎的な説明, B.2節はスペクトル法による離散化の簡単な一例として非線形項
を含む浅水方程式系の離散化方法を示している. B.3節で実際に本研究で使用したブシネ
スク流体プリミティブ方程式系の離散化手順を説明する. B.4節では角運動量を保存する
形式の水平拡散項について記す. B.5 節は数値モデルを実装する上での要点を記す. B.6
節ではモデルのバグチェックのためのテスト方法を記す. そして, B.7節では高拡散係数
時の特殊な計算方法を説明する.

B.1 スペクトル法基礎
ここではスペクトル法を用いた数値モデルを構築するにあたって必要な基礎を簡単に述

べる. なお, この章の内容は石岡 (2004)を参考にしている.

B.1.1 関数展開による離散化

差分法では空間を有限個の格子点に分割するのに対して, スペクトル法では変数を有限
個の関数の一次結合で表す. 例えば, 次のような 2変数関数 u(x, t)の偏微分方程式の初期
値境界値問題を考える.

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, (0 < x < 1), (B.1)

初期条件　 u = f(x),　　境界条件　 u(0, t) = u(1, t) = 0. (B.2)
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このとき uは次のように展開される

u(x, t) =
J−1∑

j=1

aj(t)φj(x). (B.3)

ただし, 展開関数 φj(x)は境界条件を満たすように選ぶものとする.
φj(x) として境界条件を満たす滑らかな直交関数系を用いる. 今の例の場合 φj(x) =

sin(jπx)ととれる.

u(x, t) =
J−1∑

j=1

aj(t) sin(jπx). (B.4)

これを (B.1)に代入すれば

J−1∑

j=1

∂aj

∂t
sin(jπx) =

J−1∑

j=1

aj(jπ)2(− sin(jπx)), (B.5)

となる. ここで, 展開関数の直交関係を利用する. 今の場合, sin関数なので
∫ 1

0
sin(jπx) sin(mπx)dx =

1
2
δj,m,　　 (j,m = 1, 2, · · ·, J − 1), (B.6)

という直交関係を利用する. すなわち (B.5)の両辺に sin(mπx) (重み関数と呼ばれる)を
かけて, 0 ≤ x ≤ 1の範囲で積分すれば, 次の常微分方程式が得られる.

d

dt
am(t) = −(mπ)2am(t) (m = 1, 2, · · ·, J − 1). (B.7)

am に対する初期条件は, u(x, 0) = f(x)の両辺に sin(mπx)をかけて積分することで

am(0) = 2
∫ 1

0
f(x) sin(mπx)dx, (B.8)

となる.

B.1.2 フーリエ級数を用いたスペクトル法

境界条件が周期境界条件の場合は展開関数としてフーリエ級数を使うことが多い. 球面
モデルでも, 東西方向にはフーリエ級数展開が用いられる.
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線形の場合
方程式が線形な場合として, ここでは次のような 1次元線形移流方程式を考える.

∂u

∂t
+

∂u

∂x
= 0, (B.9)

初期条件　 u(x, 0) = f(x),　境界条件　 u(x, t) = u(x + 2π, t). (B.10)

まず, 次のようにフーリエ級数展開をする.

u(x, t) =
N∑

k=−N

ûk(t)eikx. (B.11)

ここで, N は切断波数と呼ばれる. (B.11)を (B.9)に代入して, 両辺に重み関数 e−kx を
かけて [0, 2π]の範囲で積分すれば, 三角関数の直交性により,

dûk

dt
= +ikûk = 0, (k = −N, · · ·, N), (B.12)

となる. ûk(t)の初期条件は, 初期分布をフーリエ変換することにより,

ûk(0) =
1
2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikxdx, (k = −N, · · ·, N), (B.13)

となる.

非線形の場合（直接法と変換法）
次に非線形の場合として 1次元非線形移流方程式を考える.

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (B.14)

初期条件　 u(x, 0) = f(x),　境界条件　 u(x, t) = u(x + 2π, t), (B.15)

非線形のときも, 線形の場合と同様の操作をすることで

dûm

dt
+

N∑

k=−N

N∑

l=−N

ilûlûkδk+l,m = 0, (B.16)

と, 常微分方程式が得られ, 数値的に解ける. しかし, 上式の左辺第 2 項の計算には,
(2N + 1)2 程度の計算量が必要となり, 実用的でない. このように非線形項を直接計算す
る方法は直接法と呼ばれる.
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直接法に対して, 非線形項を実空間の格子点上で計算する方法は変換法と呼ばれる.
(B.14) から (B.16) への変換に際しておこなっている操作は u をフーリエ級数展開して,
両辺に重み関数 e−ikx をかけて, 積分しているだけなので, 次の関係が成立する.

N∑

k=−N

N∑

l=−N

ilûlûkδk+l,m =
1
2π

∫ 2π

0
u

∂u

∂x
e−ikxdx, (B.17)

つまり, 上式の左辺は右辺の数値積分が正確ならば, それで代用できる. 今, 切断波数を N

としているので右辺の積分の中身の最大波数は (u, ∂u
∂x , e−ikx の最大波数がそれぞれ N な

ので) 3N になる. ゆえに, 実空間上の分点を 3N + 1以上とっていれば, 数値積分で正確
に評価できる. 以下に変換法による非線形項の評価の手順をまとめる.

(1) 展開係数から分点上での値への変換 (離散フーリエ逆変換)

uj =
N∑

k=−N

ûkeikxj , (B.18)

(
∂u

∂x

)

j

=
N∑

k=−N

ikûkeikxj . (B.19)

(2) 分点上での非線形項の評価

Fj =
(

u
∂u

∂x

)

j

= uj

(
∂u

∂x

)

j

. (B.20)

(3) 数値積分による非線形項の展開係数の計算 (離散フーリエ変換)

F̂k =
1
J

J−1∑

j=0

Fje
−ikxj . (B.21)

ただし, (j = 0, 1, · · ·, J − 1), (k = −N, · · ·, N)である.

この変換法の手順で離散フーリエ (逆) 変換の部分を高速フーリエ変換 (Fast Fourier
Transform, FFT)に置き換えることにより, 直接法よりも演算回数を減らすことが可能に
なる.
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B.1.3 球面のスペクトル法

球面調和関数展開
球面上で定義された関数 g(λ, µ)は次のように球面調和関数 Y m

n (λ, µ)で展開する.

g(λ, µ) =
M∑

n=0

n∑

m=−n

sm
n Y m

n (λ, µ). (B.22)

ただし, λは経度, µ = sin φはサイン緯度で, M は展開の切断波数である.
球面調和関数 Y m

n は, 球面上の水平ラプラシアン

∇2 =
1

1 − µ2

∂2

∂λ2
+

∂

∂µ

{
(1 − µ2)

∂

∂µ

}
, (B.23)

の固有関数であり,
∇2Y m

n (λ, µ) = −n(n + 1)Y m
n (λ, µ), (B.24)

の関係がある. Y m
n はルジャンドル陪関数と三角関数を用いて以下で定義される.

Y m
n (λ, µ) = Pm

n (µ)eimλ. (B.25)

ここで, Pm
n は 2に正規化されたルジャンドル陪関数

Pm
n (µ) =

√

(2n + 1)
(n − |m|)!
(n + |m|)!

1
2nn!

(1 − µ2)
|m|
2

dn+|m|

dµn+|m| (µ
2 − 1)n, (B.26)

であり, ルジャンドル陪関数は以下の直交関係を満たす.

1
2

∫ 1

−1
Pm

n (µ)Pm
n′ dµ = δnn′ . (B.27)

これより Y m
n (λ, µ)は次の直交関係を満たすことが分かる.

1
4π

∫ 2π

0

∫ 1

−1
Y m

n (Y m′

n′ )∗dµdλ = δnn′δmm′ . (B.28)

ただし, (·)∗ は共役複素数を表す. ルジャンドル陪関数の性質を利用することで, 次の漸化
式を導くことができる.

(n + 1)εm
n Pm

n−1 − nεm
n+1P

m
n+1 = (1 − µ2)

d

dµ
Pm

n . (B.29)

ただし

εm
n ≡

√
n2 − m2

4n2 − 1
, (B.30)

である. この式はルジャンドル陪関数の微分の計算に使用される.
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ルジャンドル多項式とガウス・ルジャンドル積分公式
ルジャンドル陪関数 Pm

n においてm = 0のとき, P 0
n は µ の n次多項式であり, ルジャ

ンドル多項式と呼ばれる. このとき上付き文字を省略して Pn と表記する.
ルジャンドル多項式の性質から以下のガウス・ルジャンドルの積分公式が成立する.

f(µ)が 2n − 1次以下の多項式であるとき,

∫ 1

−1
f(µ)dµ =

n∑

k=1

wkf(µk). (B.31)

である. ここに µk (k = 1, 2, · · ·, n)は Pn(µ)の零点で (ガウス緯度と呼ばれる)

− 1 < µ1 < µ2 < · · · < µn < 1, (B.32)

であり,

wk =
∫ 1

−1

Pn(µ)
(µ − µk)P ′

n(µk)
dµ =

2
√

(2n − 1)(2n + 1)
nPn−1(µk)P ′

n(µk)
, (B.33)

はガウス重みと呼ばれる.
ガウス緯度は通常ニュートン法により数値的に求められる. まず, 初期値として次の近

似根を与える.

µk,0 = cos
k − 1/4
n + 1/2

π,　　 k = 1, 2, · · ·, n, (B.34)

そして,

µk,l+1 = µk,l −
Pn(µk,l)
P ′

n(µk,l)
, (B.35)

を用いて反復計算をおこない, 収束条件

|µk,l+1 − µk,l| ≤ ε, (B.36)

が満たされたときに計算を打ち切り, µk,l+1 をガウス緯度として採用する. Pn(µk,l)の計
算には次の漸化式を用いる.

P0(µk,l) = 1, (B.37)

P1(µk,l) =
√

3µk,l, (B.38)

Pn(µk,l) =
√

(2n − 1)(2n + 1)
n

µk,lPn−1 −
(n − 1)

√
2n + 1

n
√

2n − 3
Pn−2. (B.39)
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また, P ′
n(µk,l)の計算には

P ′
n(µk,l) =

1
1 − µ2

k,l

{
n

√
2n + 1
2n − 1

Pn−1 − nµk,lPn

}
, (B.40)

を用いる.

球面調和関数変換
非線形項の評価などに変換法を用いる場合, 次の球面調和関数正変換を使用する.

sm
n =

1
4π

∫ 2π

0

∫ 1

−1
g(λ, µ){Y m

n (λ, µ)}∗dµdλ, (B.41)

=
1
4π

∫ 2π

0

∫ 1

−1
g(λ, µ)Pm

n (µ)e−imλdµdλ. (B.42)

ただし, g(λ, µ)は球面上の関数で非線形項に相当し, sm
n が対応する展開係数になる. 数値

計算ではこれを離散化する必要がある.
経度方向の格子点 (λk = 2πk/K, k = 0, 1, · · ·, K) を等間隔にとり, 緯度方向の格子点

はガウス緯度 µj をとる. まず, フーリエ正変換の部分は離散フーリエ正変換 (実際には
FFT)で計算し

Gm(µj) =
1
K

K−1∑

k=0

g(λk, µj)e−imλk , (B.43)

を得る. ルジャンドル正変換の部分はガウス・ルジャンドルの積分公式より

sm
n =

1
2

J∑

j=1

wjG
m(µj)Pm

n (µj), (B.44)

で計算する. wj はガウス重みである.
逆変換も同様にして

Gm(µj) =
M∑

n=|m|

sm
n Pm

n (µj), (B.45)

g(λk, µj) =
K−1∑

k=0

Gm(µj)eimλk , (B.46)

により計算される.
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B.2 スペクトル法による非線形浅水方程式系の離散化
この節ではスペクトル法による離散化の一例として, 非線形浅水方程式系の離散化方法

を記す. なお, この節の内容は Satoh (2004) を参考にしている.
球面上の浅水方程式系は以下の通りである. ただし, 非粘性で外力はないものとする.

∂u

∂t
+

u

a cos φ

∂u

∂λ
+

v

a

∂u

∂φ
− uv tanφ

a
− 2Ωv sinφ = − g

a cos φ

∂η

∂λ
, (B.47)

∂v

∂t
+

u

a cos φ

∂v

∂λ
+

v

a

∂v

∂φ
+

u2 tanφ

a
+ 2Ωu sinφ = −g

a

∂η

∂φ
, (B.48)

∂η

∂t
+

1
a cos φ

∂

∂λ
(uη) +

1
a cos φ

∂

∂φ
(vη cos φ) = 0. (B.49)

ここで, η は表面変位である.

B.2.1 渦度 ·発散方程式

渦度 ζ, 発散 D, 流線関数 ψ, 速度ポテンシャル χは

ζ =
1

a cos φ

∂v

∂λ
− 1

a cos φ

∂(u cos φ)
∂φ

= ∇2
Hψ, (B.50)

D =
1

a cos φ

∂u

∂λ
+

1
a cos φ

∂(v cos φ)
∂φ

= ∇2
Hχ. (B.51)

と書ける. ただし, 球面上の水平のラプラシアン ∇2
H は

∇2
H =

1
a2 cos2 φ

∂2

∂λ2
+

1
a2 cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

∂

∂φ

)
, (B.52)

である. ζ を用いると (B.47)(B.48)は,

∂u

∂t
= (ζ + 2Ω sin φ)v − 1

a cos φ

∂

∂λ

(
gη +

u2 + v2

2

)
, (B.53)

∂v

∂t
= −(ζ + 2Ω sin φ)u − 1

a

∂

∂φ

(
gη +

u2 + v2

2

)
. (B.54)

と変形できる. これは, 移流項のベクトル不変形 u ·∇u = (∇× u) × u + ∇(u · u)/2の
成分表示に他ならない.
ここで, 1

a cos φ
∂(B.54)

∂λ − 1
a cos φ

∂((B.53) cos φ)
∂φ をすれば次の渦度方程式が得られる.

∂ζ

∂t
= − 1

a cos φ

∂

∂λ
{(ζ + 2Ω sin φ)u}− 1

a cos φ

∂

∂φ
{(ζ + 2Ω sin φ)v cos φ} . (B.55)
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また, 1
a cos φ

∂(B.53)
∂λ + 1

a cos φ
∂ ((B.54) cos φ)

∂φ をすれば次の発散方程式が得られる.

∂D

∂t
=

1
a cos φ

∂

∂λ
{(ζ + 2Ω sin φ)v}− 1

a cos φ

∂

∂φ
{(ζ + 2Ω sin φ)u cos φ}−∇2

H

(
gη +

u2 + v2

2

)
.

(B.56)

B.2.2 球面上での取り扱いのための変換

球面上での取り扱いを容易にするために以下の U, V, µを導入する.

U = u cos φ,　　 V = v cos φ,　　µ = sin φ. (B.57)

µはサイン緯度と呼ばれる. (B.55)をこれらを用いて表すと

∂ζ

∂t
= − 1

a(1 − µ2)
∂

∂λ
{(ζ + 2Ωµ)U}− 1

a

∂

∂µ
{(ζ + 2Ωµ)V } , (B.58)

となり, (B.56)は

∂D

∂t
=

1
a(1 − µ2)

∂

∂λ
{(ζ + 2Ωµ)V }− 1

a

∂

∂µ
{(ζ + 2Ωµ)U}−∇2

H

(
gη +

U2 + V 2

2(1 − µ2)

)
,

(B.59)
となる. さらに

A = (ζ + 2Ωµ)U,　　 B = (ζ + 2Ωµ)V, (B.60)

と書けば, ζ, D, η の式は以下の通りに書ける.

∂ζ

∂t
= − 1

a(1 − µ2)
∂A

∂λ
− 1

a

∂B

∂µ
, (B.61)

∂D

∂t
=

1
a(1 − µ2)

∂B

∂λ
− 1

a

∂A

∂µ
−∇2

H

(
gη +

U2 + V 2

2(1 − µ2)

)
, (B.62)

∂η

∂t
= − 1

a(1 − µ2)
∂(Uη)

∂λ
− 1

a

∂(V η)
∂µ

. (B.63)

ジオポテンシャル Φ = ηg を導入し, Φ = Φ + Φ′ として, 平均値と偏差に分ける. すると
(B.63)は

∂Φ′

∂t
= − 1

a(1 − µ2)
∂(UΦ′)

∂λ
− 1

a

∂(V Φ′)
∂µ

− Φ′D, (B.64)
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と書ける. ζ, D, U, V は流線関数 ψ と速度ポテンシャル χを用いて,

ζ = ∇2
Hψ, (B.65)

D = ∇2
Hχ, (B.66)

U = −1 − µ2

a

∂ψ

∂µ
+

1
a

∂χ

∂λ
, (B.67)

V =
1
a

∂ψ

∂λ
+

1 − µ2

a

∂χ

∂µ
, (B.68)

と表せる.

B.2.3 スペクトル展開

東西方向の切断波数をM とする. ψ,χ, Φ′ および ζ, D を球面調和関数で展開する.

ψ(λ, µ, t) = a2
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

ψm
n (t)Y m

n (λ, µ), (B.69)

χ(λ, µ, t) = a2
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

χm
n (t)Y m

n (λ, µ), (B.70)

Φ′(λ, µ, t) =
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

Φ′m
n (t)Y m

n (λ, µ), (B.71)

ζ(λ, µ, t) =
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

ζm
n (t)Y m

n (λ, µ), (B.72)

D(λ, µ, t) =
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

Dm
n (t)Y m

n (λ, µ). (B.73)

ψ,χの展開には便宜上 a2 を乗じている. このことと (B.52)(B.65)(B.66)により展開係数
には以下の関係が成立する. *1

ζm
n = −n(n + 1)ψm

n , (B.74)
Dm

n = −n(n + 1)χm
n . (B.75)

*1 ラプラシアンの定義が (B.24)と今 (B.52)とで異なることに注意
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U, V も球面調和関数展開すると

U(λ, µ, t) = a
M∑

m=−M

M+1∑

n=|m|

Um
n (t)Y m

n (λ, µ), (B.76)

V (λ, µ, t) = a
M∑

m=−M

M+1∑

n=|m|

V m
n (t)Y m

n (λ, µ), (B.77)

となる. (B.25), (B.29)および (B.67)から (B.76)の右辺は,

a
M∑

m=−M

M+1∑

n=|m|

Um
n (t)Y m

n (λ, µ)

　 = −1 − µ2

a

∂

∂µ




a2
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

ψm
n (t)Y m

n (λ, µ)






　　　 　+
1
a

∂

∂λ




a2
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

χm
n (t)Y m

n (λ, µ)




 ,

　 = a
M∑

m=−M




−
M∑

n=|m|

ψm
n eimλ(1 − µ2)

∂

∂µ
Pm

n (µ) +
M∑

n=|m|

χm
n Pm

n (µ)
∂

∂λ
eimλ




 ,

　 = a
M∑

m=−M




−
M∑

n=|m|

ψm
n eimλ

(
(n + 1)εm

n Pm
n−1 − nεm

n+1P
m
n+1

)
+ im

M∑

n=|m|

χm
n Y m

n




 ,

となる. この等式において Y m
n の展開係数は両辺等しいはずなので,

Um
n = −ψm

n+1 − (n + 2)εm
n+1 + ψm

n−1(n − 1)εm
n + imχm

n , (B.78)

である. V も同様にして

V m
n = imψm

n + (n + 2)εm
n+1χ

m
n+1 − (n − 1)εm

n χm
n+1, (B.79)

が得られる.
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B.2.4 非線形項の変換

非線形項 A,B の離散フーリエ正変換は次で与えられる.

Am(µj) =
1
Ia

I∑

i=1

e−imλi [ζ(λi, µj) + 2Ωµj ]U(λi, µj), (B.80)

Bm(µj) =
1
Ia

I∑

i=1

e−imλi [ζ(λi, µj) + 2Ωµj ]V (λi, µj). (B.81)

ルジャンドル正変換はガウス・ルジャンドルの積分公式を用いる. 渦度方程式 (B.61)と
発散方程式 (B.62)の右辺の A, B からなる非線形項の展開係数をまとめて Fm

ζn, Fm
Dn とす

れば

Fm
ζn = −1

2

J∑

j=1

wj

1 − µ2
j

[
imAm(µj)Pm

n (µj) − Bm(µj)(1 − µ2
j )

dPm
n (µj)
dµ

]
, (B.82)

Fm
Dn =

1
2

J∑

j=1

wj

1 − µ2
j

[
imBm(µj)Pm

n (µj) + Am(µj)(1 − µ2
j )

dPm
n (µj)
dµ

]
, (B.83)

となる. ルジャンドル関数の µ微分の項は (B.29)を用いて計算できる. 発散方程式の運
動エネルギーの展開係数も同様に計算できて,

Em
n =

1
2I

I∑

i=1

J∑

j=1

wje
−imλiPm

n (µj)
U(λi, µj)2 + V (λi, µj)2

2(1 − µ2
j )

, (B.84)

となる. (B.64) の右辺のフラックス項は (B.61) の右辺第 1, 2 項の A,B の中身の
(ζ + 2Ωµ)を Φ′ に替えたものと同じになることに注意すると,

Ãm(µj) =
1
I

I∑

i=1

e−imλiΦ′(λi, µj)U(λi, µj), (B.85)

B̃m(µj) =
1
I

I∑

i=1

e−imλiΦ′(λi, µj)V (λi, µj), (B.86)

としたとき, (B.64)のフラックス項の展開係数は次式で与えられる.

Fm
Φ′n = −1

2

J∑

j=1

wj

1 − µ2
j

[
imÃm(µj)Pm

n (µj) − B̃m(µj)(1 − µ2
j )

dPm
n (µj)
dµ

]
. (B.87)
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以上ですべての項がの展開係数が求まる. 結局, 展開係数の時間微分の式 (予報式)は

∂ψm
n

∂t
= − 1

n(n + 1)
Fm

ζn, (B.88)

∂χm
n

∂t
= − 1

n(n + 1)
Fm

Dn − 1
a2

(Φ′m
n + Em

n ) , (B.89)

∂Φ′m
n

∂t
= Fm

Φ′n + Φn(n + 1)χm
n . (B.90)

となる.

B.2.5 計算の流れ

実際の計算の流れを図 B.1に示す.
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Am Bm Ãm B̃m En
m

Fm
ζn Fm

Dn Fm
Φ′m

n

Um
m new V m

n new ζm
n new Φ′m

n new

Uold Vold ζold Φ′
old

Unew Vnew ζnew Φ′
new

逆変換

時間ステップの更新

ψm
n old χm

n old Φ′m
n old

ψm
n new χm

n new Φ′m
n new

展開係数の時間差分方程式

係数の関係式

時間積分ルーチン

非線形項の変換

時間ステップの更新

ψinit χinit Φ′
init

ψm
n init χm

n init Φ′m
n init

Um
m init V m

n init ζm
n init Φ′m

n init

Uinit Vinit ζinit Φ′
init

正変換 係数の関係式 逆変換

初期ルーチン

図 B.1 非線形浅水方程式系のスペクトル法での計算の流れ.
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B.3 ブシネスク流体プリミティブ方程式系の離散化
本節では球面上のブシネスク流体のプリミティブ方程式系を, 水平方向にスペクトル法,

鉛直方向には中央差分法を用いた離散化の方法を記す.
まず, 方程式系を以下に記す.

∂u

∂t
+

u

a cos φ

∂u

∂λ
+

v

a

∂u

∂φ
+ w

∂u

∂z
− uv tanφ

a
− 2Ωv sinφ = − 1

a cos φ

∂Φ
∂λ

+ νu, (B.91)

∂v

∂t
+

u

a cos φ

∂v

∂λ
+

v

a

∂v

∂φ
+ w

∂v

∂z
+

u2 tanφ

a
+ 2Ωu sinφ = −1

a

∂Φ
∂φ

+ νv, (B.92)

∂Θ
∂t

+
1

a cos φ

∂

∂λ
(uΘ) +

1
a cos φ

∂

∂φ
(vΘ cos φ) +

∂(wΘ)
∂z

= κΘ − (Θ − Θe)
τ

, (B.93)

∂Φ
∂z

= g
Θ
Θ0

, (B.94)

1
a cos φ

∂u

∂λ
+

1
a cos φ

∂(v cos φ)
∂φ

+
∂w

∂z
= 0. (B.95)

ここで, νu, νv は粘性・拡散項を, κΘ は熱拡散の項を表す. Φ = p/ρ0 で, Θe はニュート
ン加熱/冷却の基準温位, Θ0 はΘe の全球平均である. 上下端の境界条件はHeld and Hou
(1980)にならい

z = H 　で　 w =
∂u

∂z
=

∂v

∂z
=

∂Θ
∂z

= 0, (B.96)

z = 0　で　 w =
∂Θ
∂z

= 0,　ν
∂u

∂z
= Cu,　ν

∂v

∂z
= Cv, (B.97)

とする.
以下の節では粘性・拡散がラプラシアンで表せ, 鉛直と水平の粘性係数を νV , νH とす

る. ただし, 運動量を球面ラプラシアンで拡散させる伝統的な方法は運動量の再分配の際
に角運動量を保存せず, 正確ではない. これに関しては次節B.4で説明するBecker (2001)
の形式を用いることで, 角運動量を保存する正しい水平拡散となることに留意したい.

B.3.1 トロイダル・ポロイダル展開の利用

速度ベクトル uに関して (B.95)より divu = 0なので uをトロイダル・ポロイダル展
開して,

u = −∇× ψk + ∇×∇× χk, (B.98)
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と表す (Chandrasekhar, 1981). ここで, k は z 成分の単位ベクトルである. 成分表示す
れば

u = −1
a

∂ψ

∂φ
+

∂

∂z

(
1

a cos φ

∂χ

∂λ

)
, (B.99)

v =
1

a cos φ

∂ψ

∂λ
+

∂

∂z

(
1
a

∂χ

∂φ

)
, (B.100)

w = − 1
a cos φ

{
∂

∂λ

(
1

a cos φ

∂χ

∂λ

)
+

∂

∂φ

(
cos φ

a

∂χ

∂φ

)}
= −∇2

Hχ, (B.101)

と書ける. すると鉛直渦度 ζ と水平発散 D は

ζ = ∇2
Hψ, (B.102)

D =
∂

∂z

(
∇2

Hχ
)
, (B.103)

と書ける.
U = u cos φ,　　 V = v cos φ,　　µ = sin φ, (B.104)

を導入して渦度・発散方程式を求めると
∂ζ

∂t
= − 1

a(1 − µ2)
∂A

∂λ
− 1

a

∂B

∂µ
+ νH∇2

Hζ + νV
∂2ζ

∂z2
, (B.105)

∂D

∂t
=

1
a(1 − µ2)

∂B

∂λ
− 1

a

∂A

∂µ
−∇2

H

(
Φ +

U2 + V 2

2(1 − µ2)

)
+ νH∇2

HD + νV
∂2D

∂z2
, (B.106)

ただし,

A = (ζ + 2Ωµ)U + w
∂V

∂z
,　　 B = (ζ + 2Ωµ)V − w

∂U

∂z
, (B.107)

である. (B.106)を両辺 z 微分して (B.94)を利用すれば

∂

∂t

∂2

∂z2

(
∇2

Hχ
)

=
1

a(1 − µ2)
∂

∂z

∂B

∂λ
− 1

a

∂

∂z

∂A

∂µ
−∇2

H

(
g

Θ0
Θ +

∂

∂z

[
U2 + V 2

2(1 − µ2)

])

+ νH∇2
H

∂2

∂z2
(∇2

Hχ) + νV
∂4

∂z4
(∇2

Hχ), (B.108)

である. U, V を ψ,χで表すと

U = −1 − µ2

a

∂ψ

∂µ
+

∂

∂z

(
1
a

∂χ

∂λ

)
, (B.109)

V =
1
a

∂ψ

∂λ
+

∂

∂z

(
1 − µ2

a

∂χ

∂µ

)
, (B.110)

となる.
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B.3.2 スペクトル展開

東西方向の切断波数をM とする. ψ,χ, Θおよび ζ, D を球面調和関数で展開する.

ψ(λ, µ, z, t) = a2
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

ψm
n (z, t)Y m

n (λ, µ), (B.111)

χ(λ, µ, z, t) = a2
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

χm
n (z, t)Y m

n (λ, µ), (B.112)

Θ(λ, µ, z, t) =
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

Θm
n (z, t)Y m

n (λ, µ), (B.113)

ζ(λ, µ, z, t) =
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

ζm
n (z, t)Y m

n (λ, µ), (B.114)

D(λ, µ, z, t) =
M∑

m=−M

M∑

n=|m|

Dm
n (z, t)Y m

n (λ, µ). (B.115)

(B.102),(B.103)の関係から

ζm
n = −n(n + 1)ψm

n , (B.116)

Dm
n (z, t) = −n(n + 1)

∂χm
n (z, t)
∂z

, (B.117)

である. U, V も球面調和関数展開すると

U(λ, µ, z, t) = a
M∑

m=−M

M+1∑

n=|m|

Um
n (z, t)Y m

n (λ, µ), (B.118)

V (λ, µ, z, t) = a
M∑

m=−M

M+1∑

n=|m|

V m
n (z, t)Y m

n (λ, µ), (B.119)

であり, (B.109), (B.110)および (B.29)より

Um
n (z, t) = −ψm

n+1(z, t)(n + 2)εm
n+1 + ψm

n−1(z, t)(n − 1)εm
n + im

∂χm
n (z, t)
∂z

,

(B.120)

V m
n (z, t) = imψm

n (z, t) + (n + 2)εm
n+1

∂χm
n+1(z, t)
∂z

− (n − 1)εm
n

∂χm
n−1(z, t)
∂z

,

(B.121)

となる.
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B.3.3 非線形項の変換

非線形項の計算は科学数値計算ライブラリ ISPACK(石岡, 2005) を利用することを念
頭に各項ごとに球面調和関数変換するほうが簡単である.

A, B,
[

U2+V 2

2(1−µ2)

]
, UΘ, V Θ, wΘの球面調和関数変換をAm

n , Bm
n , Em

n , (UΘ)m
n , (V Θ)m

n ,
(wΘ)m

n とする.

B.3.4 鉛直方向の離散化

鉛直方向の格子の取り方にはチャーニィ・フィリップス格子 (Charney and Phillips,
1953) やロレンツ格子 (Lorenz, 1960) などの取り方が, 一般のプリミティブ方程式を扱
うときには用いられる. このような格子を用いるのは数値的な安定性が高くなるためで
ある. しかし, ここでは取り扱っているの方程式系の形から ψとχのスタッカード格子に
する. つまり, χ, w は整数格子 (k = 0, 1, 2, · · ·,K) で定義し, ψ, U, V,Θ は半整数格子
( 1
2 , 1 + 1

2 , 2 + 1
2 , · · ·, (K − 1) + 1

2 ) に定義する. (図 B.2) z 軸を次の通りに離散化する (整

−1
2

1
2

1 +
1
2

K +
1
2

K − 1
2

K

K − 1

1

0

2

仮想点!

仮想点!

上端

下端 χ0,χ
′′
0 , w0, (wΘ)0

χ1,χ
′′
1 , w1, (wΘ)1

χ2,χ
′′
2 , w2, (wΘ)2

χK ,χ′′
K , wK , (wΘ)K

χK−1,χ
′′
K−1, wK−1, (wΘ)K−1

ψ 1
2
, U 1

2
, V 1

2
,Θ 1

2
, A 1

2
, B 1

2
, E 1

2
, (UΘ) 1

2
, (V Θ) 1

2

ψ1+ 1
2
, U1+ 1

2
, V1+ 1

2
,Θ1+ 1

2
, A1+ 1

2
, B1+ 1

2
, E1+ 1

2
, (UΘ)1+ 1

2
, (V Θ)1+ 1

2

ψK− 1
2
, UK− 1

2
, VK− 1

2
,ΘK− 1

2
, AK− 1

2
, BK− 1

2
, EK− 1

2
, (UΘ)K− 1

2
, (V Θ)K− 1

2

ψK+ 1
2
, UK+ 1

2
, VK+ 1

2
,ΘK+ 1

2

ψ− 1
2
, U− 1

2
, V− 1

2
,Θ− 1

2

図 B.2 鉛直格子の取り方. χ′′ は χの z2階微分を表す.
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数格子の場合).
zk = k∆z,　　 (k = 0, 1, 2, · · ·, K), (B.122)

ただし
∆z =

H

K
, (B.123)

である. z0, zK がそれぞれ下端と上端になる. 半整数格子は, 整数格子間の中点の高さに
とる. 整数格子で定義された変数 xの z 微分は半整数格子上で求められ

∂x(zk+ 1
2
)

∂z
=

x(zk+1) − x(zk)
∆z

, (B.124)

で近似される. また, 簡単のため xk ≡ x(zk)と下付き文字で表す.
以上から展開係数で表した支配方程式は以下の通りになる.

−n(n + 1)
∂ψm

n,k+ 1
2

∂t
=

　　− 1
a(1 − µ2)

{
(−im)Am

n,k+ 1
2

+ (n + 2)εm
n+1B

m
n+1,k+ 1

2
− (n − 1)εm

n Bm
n−1,k+ 1

2

}

　　+ νH
(−n)2(n + 1)2

a2
ψm

n,k+ 1
2

+ νV (−n)(n + 1)
ψm

n,k+ 3
2
− 2ψm

n,k+ 1
2

+ ψm
n,k− 1

2

(∆z)2
,

(B.125)

−n(n + 1)
∂

∂t

(
∂2χ

∂z2

)m

n,k

=

　　 1
a(1 − µ2)

{
(−im)

Bm
n,k+ 1

2
− Bm

n,k− 1
2

∆z

　　− (n + 2)εm
n+1

Am
n+1,k+ 1

2
− Am

n+1,k− 1
2

∆z
+(n − 1)εm

n

Am
n−1,k+ 1

2
− Am

n−1,k− 1
2

∆z

}

　　+
n(n + 1)

a2

{
g

Θ0

Θm
n,k+ 1

2
+ Θm

n,k− 1
2

2
+

Em
n,k+ 1

2
− Em

n,k− 1
2

∆z

}

　　+ νH
(−n)2(n + 1)2

a2

(
∂2χ

∂z2

)m

n,k

+ νV (−n)(n + 1)

(
∂2χ
∂z2

)m

n,k+1
− 2

(
∂2χ
∂z2

)m

n,k
+
(

∂2χ
∂z2

)m

n,k−1

(∆z)2
,

(B.126)
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∂Θm
n,k+ 1

2

∂t
=

　　− 1
a(1 − µ2)

{
(−im)[UΘ]mn,k+ 1

2
+(n + 2)εm

n+1,k+ 1
2
[V Θ]mn+1,k+ 1

2
− (n − 1)εm

n [V Θ]mn−1,k+ 1
2

}

　　−
[wΘ]mn,k+1 − [wΘ]mn,k

∆z
−

(Θm
n,k+ 1

2
− Θe)

τ

　　+ κH
(−n)(n + 1)

a2
Θm

n,k+ 1
2

+ κV

Θm
n,k+ 3

2
− 2Θm

n,k+ 1
2

+ Θm
n,k− 1

2

(∆z)2
, (B.127)

ただし,

Am
n,k+ 1

2
=

1
2I

I∑

i=1

J∑

j=1

wg
j e−imλiPm

n (µj)

×
{(

ζi,j,k+ 1
2

+ 2Ωµj

)
Ui,j,k+ 1

2
+
(

wi,j,k+1 + wi,j,k

2

)
Vi,j,k+ 3

2
− Vi,j,k− 1

2

2∆z

}
,

(B.128)

Bm
n,k+ 1

2
=

1
2I

I∑

i=1

J∑

j=1

wg
j e−imλiPm

n (µj)

×
{(

ζi,j,k+ 1
2

+ 2Ωµj

)
Vi,j,k+ 1

2
−
(

wi,j,k+1 + wi,j,k

2

)
Ui,j,k+ 3

2
− Ui,j,k− 1

2

2∆z

}
,

(B.129)

Em
n,k+ 1

2
=

1
2I

I∑

i=1

J∑

j=1

wg
j e−imλiPm

n (µj)

{
U2

i,j,k+ 1
2

+ V 2
i,j,k+ 1

2

2(1 − µ2)

}
, (B.130)

(UΘ)m
n,k+ 1

2
=

1
2I

I∑

i=1

J∑

j=1

wg
j e−imλiPm

n (µj)Ui,j,k+ 1
2
Θi,j,k+ 1

2
, (B.131)

(V Θ)m
n,k+ 1

2
=

1
2I

I∑

i=1

J∑

j=1

wg
j e−imλiPm

n (µj)Vi,j,k+ 1
2
Θi,j,k+ 1

2
, (B.132)

(wΘ)m
n,k =

1
2I

I∑

i=1

J∑

j=1

wg
j e−imλiPm

n (µj)wi,j,k

Θi,j,k+ 1
2

+ Θi,j,k− 1
2

2
. (B.133)
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B.3.5 計算手順・上下端境界の取り扱い

今, ある時刻での仮想点*2 (k = −1
2 ,K + 1

2 )を含む全格子点上の全ての変数 (鉛直微分
含む) の値が既知のときに,

(1) (B.125), (B.127) (ただし k = 0, · · ·,K − 1)から次の時刻の ψm
n,k+ 1

2
,Θm

n,k+ 1
2
(k =

0, · · ·,K − 1) が求められる. また, (B.126)(ただし k = 1, · · ·,K − 1) より(
∂2χ
∂z2

)m

n,k
(k = 1, · · ·,K − 1) が求められる.

(2) 境界条件 w(0) = w(H) = 0から,

χm
n,K = χm

n,0 = 0, (B.134)

なので,
χm

n,k+1 − 2χm
n,k + χm

n,k−1

(∆z)2
=
(

∂2χ

∂z2

)m

n,k

. (B.135)

ゆえに以下が成立する.




−2 1 0 0 0 · · ·
1 −2 1 0 0 · · ·
0 1 −2 1 0 · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
0 0 0 0 1 −2









χm
n,1

χm
n,2

χm
n,3

·
·

χm
n,K−1




= (∆z)2





(
∂2χ
∂z2

)m

n,1

·
·
·(

∂2χ
∂z2

)m

n,K−1




. (B.136)

この連立一次方程式 (三重対角行列) を解くことで χm
nk(k = 1, · · ·,K − 1)が求め

られる.
(3) 上端の境界条件 ∂u

∂z = ∂v
∂z = ∂Θ

∂z = 0は離散化すれば

Um
n,K− 1

2
= Um

n,K+ 1
2
,　　 V m

n,K− 1
2

= V m
n,K+ 1

2
,　　Θm

n,K− 1
2

= Θm
n,K+ 1

2
, (B.137)

と書ける. ここで k = K + 1は仮想点である. ψ は

ψm
n,K+ 1

2
=

1
−n(n + 1)

ζm
n,K+ 1

2
=

1
−n(n + 1)

ζm
n,K− 1

2
= ψm

n,K− 1
2
, (B.138)

(
∂2χ
∂z2

)
は

(
∂2χ

∂z2

)m

n,K

=
1

−n(n + 1)

(
∂Dm

n,K

∂z

)
= 0, (B.139)

*2 仮想点とは半整数格子で定義された変数が, 整数格子上でに位置する上下境界での境界条件を満たすため
に導入する点 (k = − 1

2 , K + 1
2 )である.
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と書ける.
(4) 下端境界条件 ∂U

∂z = C
ν U, ∂V

∂z = C
ν V は次の通りに離散化できる.

U 1
2
− U− 1

2

∆z
=

C

νV
U0 =

C

νV

U 1
2

+ U− 1
2

2
. (B.140)

これを U− 1
2
について解けば

U− 1
2

=
(

2νV − C∆z

2νV + C∆z

)
U 1

2
, (B.141)

となる. 簡単のため
α ≡

(
2νV − C∆z

2νV + C∆z

)
, (B.142)

としておく. よって下端境界条件は

Um
n,− 1

2
= αUm

n, 1
2
,　　 V m

n,− 1
2

= αV m
n, 1

2
, (B.143)

と書ける. これから ψ は

ψm
n,− 1

2
=

1
−n(n + 1)

ζm
n,− 1

2
=

α

−n(n + 1)
ζm
n, 1

2
= αψm

n, 1
2
, (B.144)

であり,
(

∂2χ
∂z2

)
は

(
∂2χ

∂z2

)m

n,0

=
1

−n(n + 1)

(
∂Dm

n,0

∂z

)
,

=
1

−n(n + 1)

Dm
n, 1

2
− Dm

n,− 1
2

∆z
,

=
1

−n(n + 1)

Dm
n, 1

2
− αDm

n, 1
2

∆z
,

=
1

−n(n + 1)
(1 − α)

∆z
Dm

n, 1
2
,

=
(1 − α)

−n(n + 1)∆z

∂

∂z
(∇2

Hχ)m
n, 1

2
,

=
(1 − α)

∆z

χm
n,1 − χm

n,0

∆z
,

=
(1 − α)
(∆z)2

χm
n,1, (B.145)

と書ける. また, Θに関しては上端と同様で

Θm
n,− 1

2
= Θm

n, 1
2
, (B.146)
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である.
(5) χm

n,k,ψm
n,k から Um

n,k, V m
n,k を求める式は (B.109),(B.110)より

Um
n,k+ 1

2
= −ψm

n+1,k+ 1
2
(n + 2)εm

n+1 + ψm
n−1,k+ 1

2
(n − 1)εm

n + im
χm

n,k+1 − χm
n,k

∆z
,

(B.147)

V m
n,k+ 1

2
= imψm

n,k+ 1
2
+(n+2)εm

n+1

χm
n+1,k+1 − χm

n+1,k

∆z
−(n−1)εm

n

χm
n−1,k+1 − χm

n−1,k

∆z
,

(B.148)
となる.

以上の境界条件を用いれば上下端 (k = 0,K)および仮想点 (k = −1
2 ,K + 1

2 )の値も求ま
り, 時間発展が記述できる (図 B.3).
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B.4 角運動量を保存する水平拡散
これまでは水平拡散として水平ラプラシアンを用いてきたが, これは Becker (2001)に

より, 角運動量を正しく保存しない事が示されている. Becker (2001)による角運動量を
保存する水平拡散項は以下の形で書かれる.

Hµ = νH

(
∇2

Hvµ + ∇D̂µ + 2
vµ

a2

)
. (B.149)

ただし µが µ ≥ 1のとき超粘性を, µ = 0のとき物理的に意味のある通常の粘性を表して
いる (前節までのサイン緯度の µではないので注意). また

vµ = (−1)µa2µ∇2µ
H v, (B.150)

D̂µ = ∇ · vµ, (B.151)

である.
これを渦度・発散方程式のスペクトル法における展開係数の予報式の形に直せば以下の

形になる.

dζm
n

dt
= · · ·− νH

a2

{
[n(n + 1)]1+µ − 2 [n(n + 1)]µ

}
ζm
n , (B.152)

dDm
n

dt
= · · ·− νH

a2

{
2 [n(n + 1)]1+µ − 2 [n(n + 1)]µ

}
Dm

n . (B.153)

ここで, µ = 0, 軸対称 (∂/∂λ = 0)とすると, 東西風 uの運動方程式に表れる水平拡散
項は

(H0)λ = νH

{
1

a2 cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

∂u

∂φ

)
− u

a2 cos2 φ
+

2u

a2

}
(B.154)

となる. また, 南北風 v の運動方程式に出てくるのは

(H0)φ = νH

{
1

a2 cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

∂v

∂φ

)
− v

a2 cos2 φ
+

1
a

∂

∂φ

[
1

a cos φ

∂

∂φ
(v cos φ)

]
+

2v

a2

}

(B.155)
という形をとる.
式 (B.154)から (H0)λ = 0になるのは

u = u0 cos φ (B.156)

(ただし u0 は定数) のときである事が分かる. つまり, 水平粘性項は東西風速場を剛体回
転に近づけるように働くのである.
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B.5 実装
本節では B.3節で導いた離散化した方程式を, 実際に計算機のプログラムとして実装す

る上での要点を記す. 必要なルーチンとそのために用いるライブラリは以下の 4 つであ
る. なお, 軸対称モデルの場合は, 東西波数を m = 0のみとして, 球面調和関数変換の代
わりにルジャンドル変換を使用する.

• 球面調和関数変換 (ルジャンドル変換): ISPACK/SNPACK(LTPACK).
• 三重対角行列で表される連立一次方程式の解を求める: LAPACK/DGTTRF,

DGTTRS (Anderson et al., 1999).
• 時間発展: 4次のルンゲ・クッタ法を自作.
• データの入出力: gt4f90io.

ISPACK/SNPACK(LTPACK)

ISPACK(Ishioka Scientific PACKage)は, 主に簡単な流体方程式の数値計算に必要と
なる基本的な道具 (スペクトル変換, 時間積分, IO, 等)をサブルーチン群としてまとめた
ものである. その中で SNPACK(LTPACK)は球面調和関数変換 (ルジャンドル変換)の
正変換・逆変換および, 緯度微分・経度微分を作用させた各変換を行うサブルーチンを提
供してくれる. これを用いることで, ψ,χから U, V の計算が簡単に行える.

LAPACK/DGTTRF, DGTTRS

LAPACK (Linear Algebra PACKage) は線形代数計算用ライブラリである. BLAS
(Basic Linear Algebra Subprograms) ライブラリ上に構築されており, 線形方程式や固
有値問題を扱うことができる. OSや CPUに依存する最適化を BLASで行っているので,
BLASが提供されている計算機なら, 特別に意識することなく最適性能が得られることが
特徴. その中で DGTTRFは実三重対角行列 Aについて LU 分解を計算し, DGTTRSは
この LU 分解を用いて, 連立一次方程式 A ∗ X = B の解を計算する.
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4次のルンゲ・クッタ法
4次のルンゲ・クッタ法は時間発展計算に広く用いられている. 常微分方程式 dx/dt =

f(t,x) の時間発展は以下で表される (小国, 1997).

xn+1 = xn +
k1

6
+

k2

3
+

k3

3
+

k4

6
, (B.157)

ただし

k1 = dt · f(tn, xn), (B.158)
k2 = dt · f(tn + dt/2, xn + k1/2), (B.159)
k3 = dt · f(tn + dt/2, xn + k2/2), (B.160)
k4 = dt · f(tn + dt, xn + k3). (B.161)

gt4f90io

gt4f90io は gtool4 NetCDF 規約 (豊田 et al., 2006) に従った数値データの入出力ラ
イブラリである. NetCDF 形式の読み書きを非常に容易に実現することが出来る. なお,
NetCDF(Network Common Data Form)とは機種依存のない自己記述的 (座標軸, 物理
量の名前, 単位, 作成者名等の情報を付加できる) データ形式である (Rew et al., 1997).
気象海洋業界で広く普及しており, NetCDF形式を扱える解析・可視化用ソフトウェアが
豊富なことが特徴.

95



B.6 モデルテスト
離散化した通りに正しくソースコードを書けば, 数値計算は問題なく実行可能となるが,

書かれたソースコードはほぼ確実にバグを含んでいる. 例え, コンパイルエラーがでなく
なっても計算が正しく行われているかの確認が必要である. この節では, 幾つかのテスト
方法を紹介する. ここで取り扱う方程式系を再び以下に記す.

∂

∂t
∇2

Hψ = − 1
a(1 − µ2)

∂A

∂λ
− 1

a

∂B

∂µ
+ νH∇4

Hψ + νV
∂2

∂z2
∇2

Hψ, (B.162)

∂

∂t

∂2

∂z2
∇2

Hχ =
1

a(1 − µ2)
∂

∂z

∂B

∂λ
− 1

a

∂

∂z

∂A

∂µ
−∇2

H

(
g

Θ0
Θ +

∂

∂z

[
U2 + V 2

2(1 − µ2)

])

　　　　+ νH∇4
H

∂2χ

∂z2
+ νV

∂4

∂z4
∇2

Hχ, (B.163)

∂Θ
∂t

= − 1
a(1 − µ2)

∂(UΘ)
∂z

− 1
a

∂(V Θ)
∂µ

− ∂(wΘ)
∂z

　　　　+ κH∇2
HΘ + κV

∂2Θ
∂z2

− Θ − Θe

τ
, (B.164)

ただし,

A = (∇2
Hψ + 2Ωµ)U + w

∂V

∂z
, (B.165)

B = (∇2
Hψ + 2Ωµ)V + w

∂U

∂z
, (B.166)

U = −1 − µ2

a

∂ψ

∂µ
+

∂

∂z

(
1
a

∂χ

∂λ

)
, (B.167)

V =
1
a

∂ψ

∂λ
+

∂

∂z

(
1 − µ2

a

∂χ

∂µ

)
, (B.168)

w = −∇2
Hχ, (B.169)

である.

B.6.1 ロスビー波テスト: 水平方向のチェック

上記の方程式系は非粘性, 等温, 順圧場のときに ψ で閉じる. つまり

νH = νV = 0,　　Θ =Θ e = Θ0,　　
∂

∂z
= 0, (B.170)
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このとき方程式系は

∂

∂t
∇2

Hψ =
1
a2

{(
∇2

H
∂ψ

∂λ

)
∂ψ

∂µ
−
(
∇2

H
∂ψ

∂µ

)
∂ψ

∂λ
− 2Ω

∂ψ

∂λ

}
, (B.171)

となる. この方程式に対して
ψ = Y m

n e−iωt, (B.172)

を代入する. ここで Y m
n は球面調和関数である. すると以下の分散関係式が得られる.

ω

m
=

−2Ω
n(n + 1)

. (B.173)

つまり, 初期に与えた位相 ψ = Y m
n が, この位相速度で西進することを確認することで水

平方向のチェックになる (図 B.4).

t = 86400s

t = 59400s

t = 37800s

t = 21600s

t = 0s

EQ

90°N

90°S

EQ

90°N

90°S

EQ

90°N

90°S
180°0° 360°

180°0° 360°

図 B.4 ロスビー波テスト. ψ = Y 1
1 e−iωt の場合の ψ. すなわち位相速度は −Ωで周

期が 1地球日 (day)= 86400s.

B.6.2 重力波テスト: 鉛直方向のチェック

次は方程式系に対して, 基本場の温位勾配一定, 自転なし, 非粘性, 非拡散を仮定する.

∂Θ
∂z

= 一定,　　Ω = νH = νV = κH = κV = 0. (B.174)
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ここで Θは基本温位場である. さらに, 基本場の ψ,χはゼロとし, 微小擾乱を与える. す
ると方程式系は線形化できて,

∂

∂t

∂2

∂z2
∇2

Hχ = − g

Θ0
∇2

HΘ′, (B.175)

∂Θ′

∂t
= −w

∂Θ
∂z

, (B.176)

となる. ここで Θ′ は温度擾乱である. (B.175)を時間微分して (B.176)を代入すると,

∂2

∂t2
∂2

∂z2
∇2

Hχ = N2∇2
Hχ, (B.177)

が得られる. ただし N はブラント・バイサラ振動数で

N2 ≡ g

Θ0

∂Θ
∂z

, (B.178)

である. (B.177) に対して微小な χを

χ = Y m
n sin (lπz/H) e−iωt, (B.179)

で与えれば, 以下の分散関係式が得られる.

ω2 =
N2n(n + 1)
a2l2π2/H2

. (B.180)

つまり, 初期に与えた擾乱 χ = Y m
n sin (lπz/H)が上記の分散関係式を満たす振動数 ω で

振動することを確認することで, 鉛直方向のチェックになる (図 B.5).

h
ig

h
t 

[m
]

time [!105 s]

図 B.5 重力波テスト. m = n = l = 1, N2 = 1.5 × 10−4 の場合の χ. すなわち周期
は 9.1 × 105s.
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B.7 高拡散係数時の数値計算法
数値モデルにおいて, 拡散係数の値を大きくしていくと, 強い拡散項の影響で早く定

常に達することが予想される. しかし, 実際は拡散係数を大きくすると CFL (Courant-
Friedrichs-Lewy) 条件から時間刻み幅を小さくする必要があるため, 結果として定常状態
に達するまでに要する計算回数が多くなり, 計算時間が増大する.
このような, 解自体は急激に一定値に収束するが, 陽的公式では刻み幅を十分に小さく

しないと正しい解が得られない常微分方程式のことを硬い方程式 (stiff equation)と呼
ぶ. この節では硬い方程式を効率的に数値計算するための一般的な解法を述べた後に, B.3
節のブシネスク流体プリミティブ方程式系に対して, この解法を実装する.

B.7.1 硬い方程式の解法

以下のような線形常微分方程式を考える.

dx

dt
= −ax. (B.181)

ただし, a > 0である. これを通常の陽的オイラー法で差分化すると

xn+1 = (1 − a∆t)xn, (B.182)

なので ∣∣∣∣
xn+1

xn

∣∣∣∣ = |1 − a∆t| , (B.183)

となり, 安定のためには ∆t < a−1 を満たす必要がある. つまり aが大きくなるほど, 時
間刻み幅を小さくとらなければならない.
そこで, 陰的公式を用いれば (B.181)は,

xn+1 =
1

1 + a∆t
xn, (B.184)

と差分化される. ゆえに ∣∣∣∣
xn+1

xn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

1
1 + a∆t

∣∣∣∣ < 1, (B.185)

となり, 時間刻み幅を大きくとっても安定に計算できる.
今の場合, 方程式が線形なので陰的公式で素直に解けたが, 非線形で多変数の場合は時

間ステップ毎に非線形の連立方程式を解かねばならず, 演算回数が多くなってしまう. し
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かし, 方程式の硬さの原因が線形項にある場合は, 陽的公式の形を書き換えて, 硬さを回避
できる場合がある.
次のような微分方程式を考える.

dx

dt
= A(t)x(t) + f(t) + g(x, t). (B.186)

ここで A(t)x(t) が線形項で A(t) は係数行列である. f(t) は非斉次項, g(x, t) が非線形
項である. 非線形項がなかった場合の解は, ある時刻 sでの解を x(s)として

x(t) = R(t, s)x)(s) +
∫ t

s
R(t, u)f(u)du, (B.187)

で与えれる行列 R(t, s)が存在する. R(t, s)は解核行列と呼ばれ,

dx

dt
= A(t)x(t), (B.188)

に対する解を
x(t) = R(t, s)x(s), (B.189)

と記述する行列である. R(t, s)には以下の性質がある.

(1) R(s, s) = I,　 (単位行列)
(2) R(t, s)R(s, t) = I,
(3) R(t, s)−1 = R(s, t),
(4) ∂R(t,s)

∂t = A(t)R(t, s),
(5) ∂R(t,s)

∂s = −R(t, s)A(s).

以上の性質を用いるとルンゲ・クッタ公式は以下で書かれる. *3

x(t + h) = L

(
t + h, t +

h

2

)[
L

(
t +

h

2
, t

)[
x(t) +

1
6
k1

]
+

1
3
(k2 + k3)

]
+

1
3
k4,

(B.190)

k1 = hg(x(t), t), (B.191)

k2 = hg

(
L

(
t +

h

2
, t

)[
x(t) +

1
2
k1

]
, t +

h

2

)
, (B.192)

k3 = hg

(
L

(
t +

h

2
, t

)
[x(t)] +

1
2
k2, t +

h

2

)
, (B.193)

k4 = hg

(
L

(
t + h, t +

h

2

)[
L

(
t +

h

2
, t

)
[x(t)] + k3

]
, t + h

)
, (B.194)

*3 詳しい導出は石岡 (2004)参照.
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ただし
L(t, s)[x(s)] = R(t, s)x(s) +

∫ t

s
R(t, u)f(u)du, (B.195)

である.
一般の A(t)に対して, R(t, s)を求めることは容易ではないが, A(t) = Aすなわち定係

数のときは具体的に計算できる. n次正方行列 Aに対して

exp(At) ≡
∞∑

k=0

tk

k!
Ak, (B.196)

とおき, これを Atの指数関数と定義する. すると

dx

dt
= Ax, (B.197)

の解核行列は
R(t, s) = exp(A(t − s)), (B.198)

で与えられる. なぜなら

∂

∂t
exp(A(t − s)) =

∞∑

k=1

k(t − s)k−1

k!
Ak,

= A
∞∑

k=0

(t − s)k

k!
Ak,

= A exp(A(t − s)),

だからである.
exp(At)は Aが対角化可能なときには計算が容易になる. まず, Aが対角行列のときは

A =





λ1 0 0 · · ·
0 λ2 0 · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·



 ,

とすれば

Ak =





λk
1 0 0 · · ·
0 λk

2 0 · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·



 ,
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だから

exp(At) =





∑ tk

k! λ
k
1 0 0 · · ·

0
∑ tk

k! λ
k
2 0 · · ·

· · · · · ·
· · · · · ·



 =





eλ1t 0 0 · · ·
0 eλ2t 0 · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·



 ,

である. 一方,対角化可能な行列Aは,ある正則行列 T ,対角行列Dで表せてA = TDT−1

なので, Ak = TDkT−1 である. ゆえに

exp(At) = T





eλ1t 0 0 · · ·
0 eλ2t 0 · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·



T−1, (B.199)

となる. ここで λ1, · · ·,λn は Aの固有値である. さらに, Aが対称行列なら T の列ベクト
ルは固有ベクトルに対応し, T は直交行列 (T−1 = TT )になる.
なお, 解核行列に関しては笠原 (1982)を参照のこと.

B.7.2 ブシネスク方程式への応用

式 (B.125)-(B.127) の常微分方程式に対して, 先ほどの陰的公式を用いる. ただし,
ここでは硬さの原因となるのは水平拡散項のみであると考え, 鉛直拡散項は非線形項
と一緒に扱う. すると非線形項を除いた線形の微分方程式は各変数 (ψ,χ, Θ), 各層
(k = 1

2 , · · ·,K − 1
2 , 1, · · ·,K − 1), 各波数成分に対して, １変数の微分方程式として取り

扱える. すなわち, 係数行列は対角行列となり, 各層で拡散係数の値は変化しないので係数
行列 Aは I を単位行列とすれば

A = −νH
n(n + 1)

a2
I, (B.200)

で表される (右辺分母の aは惑星半径). 今

an ≡ −νH
n(n + 1)

a2
, (B.201)

と置けば, 解核行列は前節の内容をふまえて

Rn(t, s) = ean(t−s)I, (B.202)
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となる. 非斉次項も今は考えておらず, 非線形項は時間に陽的に依存しないので, 前述のル
ンゲ・クッタ公式は次のように簡単になる.

k1 = hg(x(t)), (B.203)

k2 = hg

(
ean

h
2

(
x(t) +

1
2
k1(n)

))
, (B.204)

k3 = hg

(
ean

h
2 x(t) +

1
2
k2(n)

)
, (B.205)

k4 = hg
(
ean

h
2

(
ean

h
2 x(t) + k3(n)

))
, (B.206)

x(t + h) = ean
h
2

[
ean

h
2

(
x(t) +

1
6
k1

)
+

1
3
(k2 + k3)

]
+

1
6
k4. (B.207)

ここで, g(x)は非線形項を表す関数である. また温位の式では νH は κH に変わることに
注意したい.

B.7.3 実際に計算する上での注意

本節で扱ってきた硬い方程式の解法は, 数値計算の安定性は向上するが, 安定に走った
からといって, その結果の信頼性を保証するものではない. 実際上は方程式の“硬さ”が大
きくなると, 時間刻み幅が大きいときはその刻み幅に結果が依存するようになってしまう.
刻み幅を徐々に細かくしていき, 結果が変わらないようになれば, その結果は信頼できる.
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付録 C

変形オイラー平均方程式系とエリ
アッセン・パームフラックスに関す
る補足

付録 Cでは東西平均場における波と平均流の相互作用解析に欠かせない, 変形オイラー
平均 (Transformed Eulerian Mean, TEM)方程式系とエリアッセン・パーム (Eliassen-
Palm, EP)フラックスに関する補足を行う. はじめに伝統的な TEM方程式系を示し, 次
にブシネスク系で伝統的な TEM 方程式系を Vallis (2006) を参考に導出する. そして,
Ferrari and Plumb (2003) で提案された, 一般化した TEM方程式系を導出する.

C.1 伝統的な変形オイラー平均方程式系とエリアッセン・
パームフラックス

Eliassen and Palm (1961) は任意の水平・鉛直シアーを伴う東西平均流と波擾乱との
相互作用に関する基本的な定理を初めて提出した. 伝統的な TEM 方程式系は Andrews
and McIntyre (1976)によって定式化され, Edmon et al., (1980)が EPフラックスとそ
の収束発散を矢印と等値線でそれぞれ表した子午面断面図を描き, 波と平均流の相互作用
の診断方法を提案した. この診断方法は現在では非常に広く活用されている.
対数圧力座標 Z = −H ln(p/pR)(ここで pR は基準圧力, H はスケールハイト)で記述

された, 伝統的な TEM方程式系は以下の通りである (Vallis, 2006). ただし, 以下では上
線 (·)は東西平均を, 下付き文字は偏微分を表し, ρR = ρ0 exp(−Z/H)で ρ0 は定数とす
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る.
東西運動方程式

∂u

∂t
+

1
a cos φ

∂

∂φ
(u v∗ cos φ) +

∂(u w∗)
∂Z

−
(

f +
u tanφ

a

)
v∗ − X =

1
aρR cos φ

∇ · F ,

(C.1)
ただし

v∗ = v − 1
ρR

∂

∂Z

(
ρR

v′Θ′

ΘZ

)
, (C.2)

w∗ = w +
1

a cos φ

∂

∂φ

(
v′Θ′

ΘZ
cos φ

)
, (C.3)

Fφ = aρR cos φ

(
∂u

∂Z

v′Θ′

ΘZ
− u′v′

)
, (C.4)

FZ = aρR cos φ

([
f − 1

a cos φ

∂

∂φ
(u cos φ)

]
v′Θ′

ΘZ
− u′w′,

)
(C.5)

∇ · F =
1

a cos φ

∂

∂φ
(Fφ cos φ) +

∂FZ

∂Z
. (C.6)

南北運動方程式
u

(
f +

u tanφ

a

)
+

1
a

∂Φ
∂φ

= Ŝ. (C.7)

ここで Gは傾度風平衡からずれようとする項だが, 多くの場合 Ŝ は非常に小さく, 力学的
な寄与は無視できる (Andrews et al., 1987).
静力学平衡の式

∂Φ
∂Z

=
R

H
Θe−κZ/H . (C.8)

連続の式
1

a cos φ

∂

∂φ
(v∗ cos φ) +

1
ρR

∂(ρRw∗)
∂Z

= 0. (C.9)

熱力学方程式

∂Θ
∂t

+ v∗ ·∇Θ = S − 1
ρR

∂

∂Z

(
ρR

v′Θ′a−1Θφ

ΘZ
+ ρRw′Θ′

)
. (C.10)

TEM方程式系の導出過程の詳細は塚原 (2005)に示されている.
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この TEM方程式系にブシネスク近似を行い, z 座標系で書くと以下の通りになる.
東西運動方程式
∂u

∂t
+

1
a cos φ

∂

∂φ
(u v∗ cos φ)+

∂(u w∗)
∂z

−
(

f +
u tan φ

a

)
v∗−X =

1
a cos φ

∇·F , (C.11)

ただし

v∗ = v − ∂

∂z

(
v′Θ′

Θz

)
, (C.12)

w∗ = w +
1

a cos φ

∂

∂φ

(
v′Θ′

Θz
cos φ

)
, (C.13)

Fφ = a cos φ

(
∂u

∂z

v′Θ′

Θz
− u′v′

)
, (C.14)

F z = a cos φ

([
f − 1

a cos φ

∂

∂φ
(u cos φ)

]
v′Θ′

Θz
− u′w′

)
, (C.15)

∇ · F =
1

a cos φ

∂

∂φ
(Fφ cos φ) +

∂F z

∂z
. (C.16)

南北運動方程式
u

(
f +

u tanφ

a

)
+

1
a

∂Φ
∂φ

= Ŝ. (C.17)

静力学平衡の式
∂Φ
∂z

= g
Θ
Θ0

. (C.18)

連続の式
1

a cos φ

∂

∂φ
(v∗ cos φ) +

∂w∗

∂z
= 0. (C.19)

熱力学方程式
∂Θ
∂t

+ v∗ ·∇Θ = S − ∂

∂z

(
v′Θ′a−1Θφ

Θz
+ w′Θ′

)
. (C.20)

ここで注意したいのは EPフラックス F は分母に Θz を持っているということである. す
なわち, 本研究で用いたような熱フラックスなしの境界条件だと Θz = 0 となり, EP フ
ラックスは境界に近づくにつれ, 無限大に発散してしまう. それは残差子午面循環が閉じ
ないということでもある. このような問題は主にブシネスク流体として扱われる海洋を対
象としたときにも現れる. これを解決するためにTEM方程式系を拡張する必要があるが,
その準備として次節で Vallis (2006)による TEM方程式系の導出方法を紹介する.
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C.2 Vallis (2006)による導出
本節で紹介する TEM 方程式系の導出方法は Vallis (2006) を参考にしたものだが, 彼

は Held and Schneider (1999), Ferrari and Plumb (2003), Plumb and Ferrari (2005)
を参考にしている.

C.2.1 渦誘導速度 (eddy induced velocity) の導入

オイラー平均方程式から TEM方程式に変換するために次の形で表される v∗ を定義す
る必要がある.

v∗ = v + ṽ = v + ∇× ψ. (C.21)

つまり渦誘導速度 (eddy induced velocity)ṽ を決める必要がある.
まず, 運動量と熱力学のオイラー平均方程式をベクトルで書けば以下のようになる. な

お, 本節の上線は任意の平均を表すもので, 東西平均でなくてもよい.

∂u

∂t
+ (v ·∇)u + f × u = −∇Φ + R, (C.22)

∂Θ
∂t

+ (v ·∇)Θ = S[Θ] −∇ · F [Θ]. (C.23)

また, 任意のトレーサー (追跡子; ラグランジュ保存量)Ξに対して

∂Ξ
∂t

+ (v ·∇)Ξ = S[Ξ] −∇ · F [Ξ], (C.24)

である. ここで, Rはレイノルズ応力を表す項, S は生成消滅項, F は渦フラックスを表す
項である. すなわち, (中辺はデカルト座標の場合)

∇ · F [Θ] =
∂u′Θ′

∂x
+

∂v′Θ′

∂y
+

∂w′Θ′

∂z
= ∇ · v′Θ′, (C.25)

である.
ここで, 渦フラックス F を, そのトレーサー (以下では温位 Θの例として進める)の等

値線に直交する成分 F⊥ と平行な成分 F‖ に分ける.

F = F⊥ + F‖ = (n · F )n + (n × F ) × n. (C.26)
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ここで n = ∇Θ/|∇Θ| であり, すなわち

F⊥ =
F ·∇Θ
|∇Θ|2

∇Θ, (C.27)

F‖ =
∇Θ × F

|∇Θ|2
×∇Θ, (C.28)

である. F‖ はスキューフラックス (skew flux) と呼ばれている. ベクトル恒等式
∇ · (A ×∇φ) = (∇× A) ·∇φ を用いることで, F‖ の発散は,

∇ · F‖ = ∇ ·
(
∇Θ × F

|∇Θ|2
×∇Θ

)
=
(
∇× ∇Θ × F

|∇Θ|2

)
·∇Θ ≡ ṽ ·∇Θ, (C.29)

と書ける. さらに∇ · ṽ = 0より ṽ ·∇Θ = ∇ · (ṽΘ)であり, つまり, スキューフラックス
は Θ を再分配するだけで, これは Θの移流のように扱える.

(C.23)に (C.21)を代入すれば

∂Θ
∂t

+ v∗ ·∇Θ = S −∇ · F + (∇× ψ) ·∇Θ,

= S −∇ · F + ∇ · (Θ∇× ψ),
= S −∇ · [F − Θ(∇× ψ)],
= S −∇ · (F + ∇Θ × ψ),
≡ S −∇ · F ∗.

ここで F ∗ は残差フラックスである.

F ∗ ≡ F + ∇Θ × ψ. (C.30)

上式から, F ∗ と F とは, トレーサーの等値線に直交する成分は同じであることが分かる.

F ∗ · ∇Θ
|∇Θ|

= F · ∇Θ
|∇Θ|

. (C.31)

しかし, 等値線に平行な成分は異なる. そこで

F ∗
‖ = 0, F ∗ = F⊥, (C.32)

となるように, ψ を定める. すなわち

ψ =
∇Θ × F

|∇Θ|2
, (C.33)
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とする. このとき
∇Θ × ψ = ∇Θ × ∇Θ × F

|∇Θ|2
= −F‖, (C.34)

である. 以上のとき, まとめると

∂Θ
∂t

+ v∗ ·∇Θ = S −∇ · F ∗, (C.35)

v∗ = v −∇× F ×∇Θ
|∇Θ|2

, (C.36)

F ∗ =
F ·∇Θ
|∇Θ|2

∇Θ, (C.37)

である. ただし, この方程式内で Θは他のトレーサーでも構わないことに注意したい.

C.2.2 変形オイラー平均方程式系の導出

前節は任意の平均に対する議論であったが, ここでは, トレーサーを Θ, 平均を東西平に
して, TEM方程式系を求めることにする.
平均は東西平均だから

F [Θ] = v′Θ = v′Θ′j + w′Θ′k, (C.38)

なので, (φ, z の下付き文字は微分を表す)

F ×∇Θ
|∇Θ|2

=
v′Θ′ Θz − w′Θ′a−1Θφ

a−2Θ2
φ + Θ2

z

i,

≈ v′Θ′

Θz
i. (C.39)

2行目への近似は a−2Θ2
φ ( Θ2

z , および鉛直渦 Θフラックスの無視によるものである.
(C.36), (C.39)より

v∗ = v − ∂

∂z

(
v′Θ′

Θz

)
, (C.40)

w∗ = w +
1

a cos φ

∂

∂φ

(
v′Θ′

Θz
cos φ

)
. (C.41)
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また,

F ∗[Θ] =
v′Θ′a−1Θφ + w′Θ′ Θz

a−2Θ2
φ + Θ2

z

(a−1Θφj + Θzk),

≈
(

v′Θ′a−1Θφ

Θ2
z

+
w′Θ
Θz

)
(a−1Θφj + Θzk), (C.42)

なので,

∇ · F ∗ ≈ 1
a cos φ

∂

∂φ

[(
v′Θ′a−1Θφ

Θ2
z

+
w′Θ
Θz

)
a−1Θφ cos φ

]
+

∂

∂z

[(
v′Θ′a−1Θφ

Θ2
z

+
w′Θ
Θz

)
Θz

]
,

≈ ∂

∂z

(
v′Θ′a−1Θφ

Θz
+ w′Θ′

)
, (C.43)

となる. 2行目への近似は a−2 ( H−2 によるものである.
(C.35), (C.43)から

∂Θ
∂t

+ v∗ ·∇Θ = S − ∂

∂z

(
v′Θ′a−1Θφ

Θz
+ w′Θ′

)
(C.44)

となり, TEM方程式系の熱力学方程式が導けたことになる ((C.20)と同じ). 後は (C.40),
(C.41) を用いて, オイラー平均方程式系を変形すれば, TEM 方程式系 (C.11)-(C.20) が
得られる.

C.3 一般化した変形オイラー平均方程式系とエリアッセン・
パームフラックス

前節で TEM 方程式系を導くにあたって, 以下の 3 つの仮定に基づく近似が行われて
いる.

(1) 等温位面線は水平に近い: a−1Θφ ( Θz,
(2) 鉛直渦 Θフラックスは無視できる: w′Θ′ ( v′Θ′,
(3) 大気のアスペクト比 (縦横比)は小さい: a−1 ( H−1.

すなわち, 従来の TEM方程式系および EPフラックスは上記の仮定が破れるときには不
適切だということである (本研究の熱的境界条件が仮定 (1)を破る顕著な例).
そこで, 上の仮定による近似をせずに, 一般化した TEM方程式系および EPフラック

スを導出すると以下の通りになる.
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まず,
F ×∇Θ
|∇Θ|2

=
v′Θ′ Θz − w′Θ′a−1Θφ

a−2Θ2
φ + Θ2

z

i ≡ ψi, (C.45)

とおく. (符号に注意 ψ = −ψi)
ゆえに

v∗ = v − ∂ψ

∂z
, (C.46)

w∗ = w +
1

a cos φ

∂

∂φ
(ψ cos φ) , (C.47)

であり,
東西運動方程式は
∂u

∂t
+

1
a cos φ

∂

∂φ
(u v∗ cos φ)+

∂(u w∗)
∂z

−
(

f +
u tanφ

a

)
v∗−X =

1
a cos φ

∇·F u, (C.48)

ただし
Fφ

u = a cos φ

(
∂u

∂z
ψ − u′v′

)
, (C.49)

F z
u = a cos φ

([
f − 1

a cos φ

∂

∂φ
(u cos φ)

]
ψ − u′w′

)
, (C.50)

∇ · F u =
1

a cos φ

∂

∂φ
(Fφ

u cos φ) +
∂F z

u

∂z
. (C.51)

熱力学方程式は
∂Θ
∂t

+ v∗ ·∇Θ = S −∇ · F Θ, (C.52)

ただし

Fφ
Θ =

(
v′Θ′a−1Θφ + w′ΘΘz

a−2Θ2
φ + Θ2

z

)
a−1Θφ, (C.53)

F z
Θ =

(
v′Θ′a−1Θφ + w′ΘΘz

a−2Θ2
φ + Θ2

z

)
Θz, (C.54)

∇ · F Θ =
1

a cos φ

∂

∂φ
(Fφ

Θ cos φ) +
∂F z

Θ

∂z
. (C.55)

その他の方程式は通常の TEM方程式系と同様である.
本研究では３次元解の EPフラックス解析には上記の一般化された EPフラックスを用

いている.
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付録 D

図集

本研究で得られた数値解を示す.

• 図 D.1-D.9: 2次元解の東西風速場と子午面流線関数.
• 図 D.10-D.18: 2次元解の温位場.
• 図 D.19: 3次元解の準定常状態の時間平均東西平均温位場.
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EH = 3.3!10-10

RT = 1.2!10-2

a" = 1475 m/s

EV = 2.1!10-4
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図 D.1 定常状態の東西風 [m/s] (色調) と子午面流線関数 [m2/s] (等値線) 等値線間
隔 (contour interval, CI)は各パネル上部に表示. パラメータの値はそれぞれ図中に示
した通り. パネルのない箇所は定常解が得られなかった場合である.
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図 D.2 図 D.1に同じ.
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図 D.3 図 D.1に同じ.
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図 D.4 図 D.1に同じ.
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図 D.5 図 D.1に同じ.

117



EH = 3.3!10-3

RT = 1.2!10-2

a" = 1475 m/s

EV = 2.1!10-3
EH = 3.3!10-2 EH = 3.3!10-1

CI = 8!101 CI = 4!101 CI = 4!101

RT = 1.2!10-1

a" = 467 m/s

CI = 1.5!102 CI = 1.2!102 CI = 1!102

RT = 1.2!100

a" = 146 m/s

CI = 2.5!102 CI = 2.5!102 CI = 1!102

RT = 1.2!101

a" = 47 m/s

CI = 2.5!102 CI = 2!102 CI = 2!102

RT = 1.2!102

a" = 15 m/s

CI = 1.5!102 CI = 1.5!102 CI = 1.2!102

RT = 1.2!103

a" = 5 m/s

CI = 1!102 CI = 8!101 CI = 8!101

図 D.6 図 D.1に同じ.
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図 D.7 図 D.1に同じ.
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図 D.8 図 D.1に同じ.
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図 D.9 図 D.1に同じ.

121



EH = 3.3!10-10

RT = 1.2!10-2

a" = 1475 m/s

EV = 2.1!10-4
EH = 3.3!10-8 EH = 3.3!10-7

RT = 1.2!10-1

a" = 467 m/s

RT = 1.2!100

a" = 146 m/s

RT = 1.2!101

a" = 47 m/s

RT = 1.2!102

a" = 15 m/s

RT = 1.2!103

a" = 5 m/s

図 D.10 定常状態での温位場 [K]. 等値線間隔は 10. パラメータの値はそれぞれ図中
に示した通り. パネルのない箇所は定常解が得られなかった場合である.
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図 D.11 図 D.10に同じ.
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図 D.12 図 D.10に同じ.
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図 D.13 図 D.10に同じ.
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図 D.14 図 D.10に同じ.
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図 D.15 図 D.10に同じ.
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図 D.16 図 D.10に同じ.
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図 D.17 図 D.10に同じ.
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図 D.18 図 D.10に同じ.
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図 D.19 3次元解の準定常状態の時間平均東西平均温位場 [K]. 等値線間隔は 10. RT

の値は各パネル上部に表示.
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Axisymmetric Steady Solutions in an Idealized
Model of Atmospheric General Circulations:
Hadley Circulation and Super-rotation

Hiroki YAMAMOTO*, Keiichi ISHIOKA* and Shigeo YODEN*

*Graduate School of Science, Kyoto University, Kyoto

Fundamental dynamics of two-dimensional atmospheric general circulations sym-
metric about the rotation axis of planets is investigated to obtain a wide perspec-
tive from the Held and Hou model of the Hadley circulation to the Venus-like
super-rotation driven by the Gierasch mechanism. A parameter sweep experiment
is performed to explore steady solutions of the axisymmetric primitive equations of
the Boussinesq fluid on a rotating sphere. Sweep parameters are the external ther-
mal Rossby number (RT ), the horizontal Ekman number (EH), and the vertical
Ekman number (EV ). Two indices are introduced to make a dynamical analysis of
the numerically obtained circulations: a measure of the intensity of super-rotation
(S) and a measure of rigid rotation (Rg). The characteristics of steady solutions
change largely in a certain range of EH for given RT and EV . Approximate posi-
tions of this transition can be estimated theoretically as EH ∼ EV S(RT ), where
S ∼ RT for RT ≤ 1 and S ∼

√
RT for RT > 1.

1. INTRODUCTION

The Hadley circulation is an important part of the general circulation of the atmosphere. Schneider
(1977)1) and Held and Hou (19802), HH80 hereafter) studied the Hadley circulation by using an
idealized two-dimensional numerical model symmetric with respect to the rotation axis of the Earth
with no horizontal eddy diffusion. HH80 explained the basic dynamics of the Hadley circulation
with a few physical principles: (i) the polewards moving air conserves its axial angular momentum,
whereas the zonal flow associated with the near-surface, equatorwards moving flow is frictionally
retarded and is weak; (ii) the circulation is in thermal wind balance (Vallis, 20063)). This is known
as the Held and Hou (HH hereafter) model. After this theory, a lot of studies applying the HH
model were carried out; see Lindzen (1990)4), James (1994)5), Satoh (1994)6), Williams (2003)7)

and their references.
Super-rotation, a state of an atmosphere rotating much faster than the planet, is one of the

prominent phenomena observed in the Venus and the Titan, which is the largest moon of the
Saturn. Gierasch (1975)8) studied the mechanism of the super-rotation assuming an axial symmetric
circulation and an infinitely large horizontal eddy diffusion. The Gierasch mechanism was studied
by Matsuda (19809), 198210), M80/82 hereafter) using a model of Boussinesq fluid with a finitely
large horizontal eddy diffusion.

Actually, both HH80 and M80/82 used the same system: the primitive equations of Boussinesq
fluid with a Newtonian heating/cooling to force the flow field, assuming a steady state, and axial
and equatorial symmetries. The main differences between them are the values of the horizontal
eddy diffusion coefficient (νH) and the angular velocity of the planet (Ω). In other words, this

1
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system has the Hadley solution of HH type when Ω is large (like the Earth) and νH = 0; on the
other hand, when Ω is small (like the Venus) and νH is very large, the system has the super-rotation
solution of Gierasch-Matsuda (GM hereafter) type: an atmosphere rotating much faster than the
planet in nearly rigid rotation.

In the present study, we explore steady solutions from the HH type circulation to the GM type
circulation by a parameter sweep experiment. Transition between two types of circulation and its
parameter dependence are investigated by introducing a measure of the intensity of super-rotation
and that of rigid rotation.

2. DESCRIPTIONS OF THE SYSTEM

Governing equations

The governing equations used in this study are the primitive equations of Boussinesq fluid with a
Newtonian heating/cooling, under the assumptions of a steady state (∂/∂t = 0, where t is time),
axial symmetry (∂/∂λ = 0, where λ is longitude), and equatorial symmetry. The equations in
spherical geometry are given by,

v

a

∂u

∂φ
+ w

∂u

∂z
− uv tan φ

a
− 2Ωv sin φ = νHDH(u) + νV

∂2u

∂z2
, (1)

v

a

∂v

∂φ
+ w

∂v

∂z
+

u2 tan φ

a
+ 2Ωu sin φ = −1

a

∂Φ

∂φ
+ νHDH(v) + νV

∂2v

∂z2
, (2)

v

a

∂Θ

∂φ
+ w

∂Θ

∂z
= −Θ − Θe

τ
+ κV

∂2Θ

∂z2
, (3)

∂Φ

∂z
= gαΘ, (4)

1

a cos φ

∂

∂φ
(v cos φ) +

∂w

∂z
= 0. (5)

Here u, v, w are the zonal, meridional, and vertical components of the velocity, Θ is the potential
temperature, and Φ ≡ p/ρ, where p is the pressure and ρ is the density. Independent variables φ
and z are the latitude and height, respectively. The constants a and Ω are the radius and angular
velocity of the planet, g is the gravitational acceleration, τ is the time constant for Newtonian
heating/cooling, νH and νV are the horizontal and vertical diffusion coefficients, κV is the vertical
thermal diffusion coefficient, and α is the thermal expansion coefficient.

The quantity Θe in the Newtonian heating/cooling term in equation (3) is a potential temper-
ature in radiative equilibrium which is given by the form

Θe

Θ0
= 1 − 2

3
∆HP2(sin φ) + ∆V

(
z

H
− 1

2

)
, (6)

where Θ0 is the global mean of Θe, ∆H and ∆V are the fractional change of potential temperature
in radiative equilibrium from equator to pole and from the top to the bottom, respectively, and
P2 is the second Legendre polynomial P2(x) = (3x2 − 1)/2. We assume the thermal expansion
coefficient as α = 1/Θ0.

Horizontal diffusion terms, DH(u) and DH(v), are defined in the form to conserve angler mo-
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mentum (Becker, 200111)), as follows:

DH(u) =
1

a2 cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

∂u

∂φ

)
− u

a2 cos2 φ
+

2u

a2
, (7)

DH(v) =
1

a2 cos φ

∂

∂φ

(
cos φ

∂v

∂φ

)
− v

a2 cos2 φ

+
1

a

∂

∂φ

[
1

a cos φ

∂

∂φ
(v cos φ)

]
+

2v

a2
. (8)

A zero stress condition is imposed at the top boundary, at z = H, and the stress at the ground
is taken to be proportional to the surface wind. Zero vertical heat flux is imposed at both top and
bottom boundaries, so boundary conditions are

w =
∂u

∂z
=

∂v

∂z
=

∂Θ

∂z
= 0 at z = H, (9)

w =
∂Θ

∂z
= 0, νV

∂u

∂z
= Cu, νV

∂v

∂z
= Cv at z = 0, (10)

where C is a drag coefficient.

Non-dimensionalization

To clarify the dependence of obtained solutions on the external parameters, we derive non-dimensional
form of the governing equations. First, we write variables as,

u = Uu∗, v = V v∗, w = Ww∗, Θ =Θ 0Θ
∗, and z = Hz∗, (11)

where U, V,W,Θ0, and H are the scaling values, and the asterisk denotes non-dimensional variables.
From the hydrostatic equation (4), Φ can be scaled as

Φ = gHΦ∗, (12)

and from the meridional derivative of (4), ∂Φ/∂φ can be scaled as

∂Φ

∂φ
= β∆HgH

∂Φ∗

∂φ
, (13)

where β ≡ (∂Θ/∂φ)/(∂Θe/∂φ) is the ratio between meridional gradient of potential temperature
and that in the radiative equilibrium state. Substituting (11), (12), and (13) to the governing
equations (1)-(5), the non-dimensional equations are obtained as follows (asterisks are omitted),

Rvv
∂u

∂φ
+ Rww

∂u

∂z
− Rvuv tan φ − 2

γ
v sin φ = EHDH(u) + EV

∂2u

∂z2
, (14)

Rvv
∂v

∂φ
+ Rww

∂v

∂z
+ Rvγ

2u2 tan φ + 2γu sin φ = −β
RT

Rv

∂Φ

∂φ
+ EHDH(v) + EV

∂2v

∂z2
, (15)

Rvv
∂Θ

∂φ
+ Rww

∂Θ

∂z
= −1

ε

[
Θ − 1 +

2

3
∆HP2 (sin φ) − ∆V

(
z − 1

2

)]
+

EV

PrV

∂2Θ

∂z2
, (16)

∂Φ

∂z
= Θ, (17)

Rv
1

cos φ

∂

∂φ
(v cos φ) + Rw

∂w

∂z
= 0. (18)

Here the non-dimensional numbers are
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external thermal Rossby number: RT ≡ gH∆H

a2Ω2
,

horizontal and vertical Ekman numbers: EH ≡ νH

a2Ω
and EV ≡ νV

H2Ω
,

vertical Prandtl number: PrV ≡ νV

κV
,

Rossby numbers scaled with meridional and vertical velocity: Rv ≡ V

aΩ
and Rw ≡ W

HΩ
,

the ratio of zonal velocity to meridional velocity: γ ≡ U

V
,

and the ratio of the time constant for Newtonian heating/cooling to the period of the rotation:
ε ≡ τΩ.

From (18), we can show Rv ∼ Rw immediately. From the boundary condition (10), we obtain
another non-dimensional number ζ ≡ νV /(Cδz), where δz is the height of the lowest layer.

These non-dimensional parameters consist of two groups depending on whether the value is
determined externally in each experiment, or not. External parameters are RT , EH , EV , P rV , ε, ζ,
∆H , and ∆V , while internal parameters are Rv, β, and γ. If we fix the non-dimensional external
parameters, the solution of the governing equations is expected to be similar.

3. A PARAMETER SWEEP EXPERIMENT

A parameter sweep experiment is designed to investigate steady solutions of the system, from
the HH type Hadley circulation to the GM type super-rotation. Because RT , EH , and EV are key
parameters of HH80 and M80/82, these are chosen for sweep parameters. Constructing a parameter
space (RT , EH , EV ) as Fig.1, we can draw the planes which correspond to the parameter ranges of
HH80 and M80/82. Our main interest is the transition of the steady solutions between two well

EV

EH

RT

2!10-2

2!10-3

2!10-4
10-2

10-10 100

103

a b
d

k
ih

gf

qpo

nm

symmetric instability

Held and Hou

Matsuda

our numerical experiment

l
j

c
e

Fig. 1: Positions of Held and Hou (1980, mesh plane), Matsuda (1980, 1982, light gray plane),
and our numerical experiment (dotted plane) in a parameter space (RT , EH , EV ). The dark areas
denote the regions where the solution fails to achieve a steady state because of a symmetric insta-
bility. Alphabet letters indicate the positions of the cases where zonal wind fields and meridional
streamfunctions are shown in Fig.2 and Fig.3.
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known situations. Note that the Grashof number (Gr) which M80/82 used for a sweep parameter
is related to RT and EV by Gr = RT /E2

V . Furthermore, the plane of M80/82 drawn in Fig.1
corresponds to only a part of the investigated range in M80/82.

We construct a numerical model of the time-dependent version of the governing equations (1)-
(10), using a spectral transform method for meridional direction, a central difference method for
vertical direction, and the 4th order Runge-Kutta method for the time-integrations. The truncation
order of Legendre polynomial is 85 (64 grid points from equator to pole for the Gaussian latitudes)
and the number of layers in vertical is 32. The initial condition is a state at rest with a constant
potential temperature Θ0, and the time-integrations are done with a time step of 1 hour until a
steady state is achieved.

To sweep RT , EH , and EV with other non-dimensional external parameters fixed, we change the
values of Ω, τ , νH , νV , κV , and C while the other parameters are fixed as follows: a = 6.4× 106 m,
H = 8×103 m, δz = 250 m, g = 9.8 m/s2, Θ0 = 250 K, ∆H = 1/3 , and ∆V = 1/8. Sweeping ranges
are 1.2× 10−2 ≤ RT ≤ 1.2× 103, 3.3× 10−10 ≤ EH ≤ 1.3× 100, and 2.1× 10−4 ≤ EV ≤ 2.1× 10−2

as shown in Fig.1. The other non-dimensional external parameters are fixed as PrV = 1, ε = 126,
and ζ = 0.8.

4. NUMERICAL RESULTS

We execute 342 runs to obtain steady solutions numerically in the parameter range described
above. However, the calculations indicated by the dark areas in Fig.1 fail to achieve a steady state.
Spatial distribution of the potential vorticity indicates that symmetric instability occurs when the
numerical solution does not converge to a steady state. In this study, however, we focus on the
steady solutions, not on time-dependent ones.

Figures 2 and 3 show zonal wind fields and meridional streamfunctions, respectively, of steady
solutions for the cases indicated by alphabet letters in Fig.1. The parameter values for the case o
are similar to those given in HH80, and the obtained steady solution is also similar: the Hadley
circulation with weak indirect Ferrel cell. The panels p and q (EH = 3.3× 10−5, 3.3× 10−1), which
are for the cases of much larger EH than o (EH = 3.3 × 10−10), show that the zonal wind field
changes to a rigid rotation state, and the Hadley circulation weakens and expands to pole. Similar
transition can be seen for the cases of EV = 2.1× 10−3 (h, i, and j). The cases j and q correspond
to the solution of thermal wind balance of the Earth type in M80/82. When RT is increased at
large EH of 3.3 × 10−1, the pattern of rigid rotation does not change very much, but the relative
rotation speed of the atmosphere to the planet increases. When RT = 1.2 × 103 (the case n), the
zonal wind speed at the top boundary is about ten times faster than the rotation speed of the
planet aΩ (about 4.7 m/s). This is a typical super-rotation state, and corresponds to the solution
of thermal wind balance of the Venus type in M80/82. For a large value of EV = 2.1 × 10−2, the
zonal wind speed is reduced for all parameter values of RT and EH because of the strong vertical
diffusion as shown in the panels a-g.

5. DYNAMICAL ANALYSIS OF THE TRANSITION

For the dynamical analysis of the transition from the HH type Hadley circulation to the GM type
super-rotation, we consider this transition as two parts by introducing two indices: the increase of
the intensity of super-rotation and the transition of the zonal wind field to a rigid rotation state.
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Fig. 2: Numerically obtained zonal wind fields for some combinations of external parameters
RT , EH , and EV . Values of the sweep parameters are shown in the top and left of each panels.
Alphabet letters on this figure correspond to those on Fig.1. Contour intervals are 5 m/s. Shade
areas indicate the regions of negative values.
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Intensity of super-rotation

We introduce a measure of the intensity of super-rotation, S, which is defined as a latitudinally
averaged zonal wind at the top boundary, from equator to pole, divided by the planetary rotation
speed; namely S ≡ U/(aΩ). In this study, we call a state with S ≥ 1 a super-rotation state. The
dependence of S on RT , EH , and EV are shown in Fig.4. The value of S becomes larger than
unity when both EH and RT are large: RT ≥ 4 for EH = 3.3 × 10−1 and EV = 2.1 × 10−3, and
RT ≥ 60 for EH = 3.3 × 10−1 and EV = 2.1 × 10−2. However, when the horizontal diffusion EH is
not so large (EH = 3.3 × 10−3), S is less than unity, even if RT becomes large as RT = 1.2 × 103.
This diagram shows a very large horizontal diffusion is necessary for super-rotation, and a smaller
vertical diffusion is preferable for that.

From a simple consideration of geostrophic balance and cyclostrophic balance, we can obtain
the estimate of S as a function of RT . If we neglect the advection terms and the diffusion terms,
the equation (15) becomes

S2u2 tan φ + 2Su sin φ ∼ −RT
∂Φ

∂φ
. (19)

Here, Rvγ is approximated by S, and β is assumed to be unity. From equation (19), S is approxi-
mated as:

S ∼
{

RT for RT & 1 : geostrophic balance√
RT for RT ( 1 : cyclostrophic balance

. (20)

Even when RT ∼ 1, this can be applied as:

S ∼
{

RT for RT ≤ 1√
RT for RT > 1

, (21)

in Fig.4 (solid line). Equation (21) is a good estimate over a wide parametric range of RT , when
EV is small and EH is large. We should note that above estimation corresponds to the argument
on thermal wind balance of the Earth type and the Venus type done by M80 (his equation 3.13)

A measure of rigid rotation

The second index is a measure of rigid rotation, Rg, defined as the ratio of the rigid rotation
component of the kinetic energy of the zonal wind to the zonal kinetic energy at the top boundary,

Rg ≡ rigid rotation component of KE of the zonal wind

KE of the zonal wind

∣∣∣∣
z=H

=
2|ψ1|2∑

n(n + 1)|ψn|2

∣∣∣∣
z=H

, (22)

where ψn (n = 1, 2, · · ·) is a Legendre polynomial expansion coefficient of the horizontal stream-
function. Figure 5 shows the dependence of Rg on EH for five combinations of RT and EV . When
EH is very large, Rg is nearly unity; namely the zonal wind field is almost rigid rotation. The
zonal wind at the top boundary for the case (vi) in Fig.6 shows such a rigid rotation state. In
contrast, when EH is very small, Rg takes a certain constant value which depends mostly on RT .
This solution corresponds to the HH type Hadley circulation as shown by Fig.6 (i). The circulation
changes largely from the HH type solution to the rigid rotation state in a certain range of EH as
(ii)-(v) in Fig.5. The zonal wind increases at low latitudes in the cases for this range as shown in
Fig.6.

An approximate position of the transition in Fig.5 where the circulation type changes from the
HH type to rigid rotation can be estimated with the u-momentum equation (1), whose terms in left
hand side are rewritten with absolute angular momentum per unit mass, M ≡ a2Ω cos2 φ+ua cos φ,

1

a cos φ
∇ · (vM) = νHDH(u) + νV

∂2u

∂z2
, (23)
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Fig. 4: The dependence of the intensity of super-rotation S on the external thermal Rossby number
RT , for some combinations of the horizontal Ekman number EH and the vertical Ekman number
EV . The solid line represents the estimate of S under the assumption of geostrophic balance and
cyclostrophic balance.

where v ≡ (v, w) is the velocity, and ∇ ≡ [(a cos φ)−1∂(cos φ )/∂φ, ∂/∂z] is the gradient operator
in the meridional plane. When νH is small enough, the balance between the flux divergence term
and the vertical diffusion term is dominant for the HH type Hadley circulation. As νH increase,
the second term in equation (23) becomes large. It is expected that the transition takes place
when the horizontal diffusion term is comparable to the vertical diffusion term. The magnitude
of the horizontal diffusion term in the HH type circulation is estimated as follows. Outside the
Hadley cell, zonal wind field is in a rigid rotation state as uE = aΩ[(1 + 2RT z/H)1/2 − 1] cos φ,
because of the thermal wind balance to the radiative equilibrium potential temperature field, and
the horizontal diffusion term becomes zero. In the Hadley cell, on the other hand, zonal winds at
the top boundary are determined by the angular momentum conservation as uM = aΩ sin2 φ/ cos φ.
Therefore, the magnitude of the horizontal diffusion term in the HH type circulation is the order
of νHaΩ/a2, so the transition takes place when

νH
aΩ

a2
∼ νV

U

H2
, (24)

so that
EH ∼ EV S. (25)

The relationship (21) is used for the value of S to estimate the position of the transition with
equation (25). Arrows in Fig.5 show the estimates for the combination of RT and EV , and these
points agree well with the transitions.
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6. SUMMARY

Axisymmetric steady solutions of planetary atmospheres are investigated numerically with an ide-
alized system: the primitive equations of Boussinesq fluid forced by a Newtonian heating/cooling.
Transitions from the Held and Hou (HH hereafter) type Hadley circulation to the super-rotation
state driven by the Gierasch mechanism are investigated with a parameter sweep experiment. The
dependence of the solution on the external thermal Rossby number (RT ), the horizontal Ekman
number (EH), and the vertical Ekman number (EV ) are explored.

To analyze the transition dynamically, two indices are introduced: a measure of the intensity
of super-rotation (S) and a measure of rigid rotation (Rg). Assuming geostrophic balance and
cyclostrophic balance, we can estimate the relationship between S and RT as S ∼ RT for RT ≤ 1
and S ∼

√
RT for RT > 1, respectively. This is a good estimate when EH is large enough (∼ 10−1)

as shown in Fig.4. The value of Rg increases largely in a certain range of EH which depends on RT

and EV , then becomes close to unity (Fig.5), showing that the transition of circulation pattern takes
place from the HH type to rigid rotation. An approximate position of this transition is estimated
as EH ∼ EV S, using the HH theory as shown by arrows in Fig.5.

In this study, we focused on the stable steady solutions obtained by time integrations from a sin-
gle initial condition. Matsuda (1980, M80 hereafter) drew the famous regime diagrams of dynamical
balance types for three cases: (i) infinite horizontal diffusion in zonal momentum equation (Fig.2
of M80), (ii) finitely large horizontal diffusion in zonal momentum equation (Fig.9 of M80), (iii)
finitely large horizontal diffusion in zonal and latitudinal momentum equations and thermodynamic
equation (Fig.10 of M80). Now, our study has horizontal diffusion in both zonal and latitudinal mo-
mentum equations but not in thermodynamic equation, so the situation is not identical to (i), (ii),
or (iii). However, in the latitudinal momentum equation, the horizontal diffusion term is much less
than other dominant terms, at least, in our parameter range. Therefore, our study may correspond
to Fig.9 of M80, so that there is a possibility for the existence of multiple equilibrium solutions in
our parameter range. As a next step, it is interesting to explore the multiple equilibrium solutions
including unstable steady ones.
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