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要旨

本論文では海洋の循環やマグマ溜まりなどで観察される二重拡散対流を研究する.

最初に, 二重拡散対流を記述する方程式系の導出をする. 次に導出した方程式系を

線形化し, 線形安定性解析を行う. その後, 支配方程式系の数値計算を行う. 本研究

の数値計算は, 地球流体電脳倶楽部が開発した SPMODEL を用いて行われた. 最

後に, 数値計算により得られた解を線形解と比較し, 線形解の有効範囲を議論する.
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第 1 章 導入 3

第1章 導入

現在の地球は, 表面の約 70％は大量の海水で覆われており, それらは日々動いて

いる. その動きは海水の密度に影響を受ける. さらに海水の密度は圧力, 温度, 塩

分などの物質固有の拡散によって決まる. この拡散係数の違いが原因となって生じ

る対流は, 二重拡散対流と呼ばれる. 本研究では, この二重拡散対流を理解するこ

とを目的とする. 二重拡散対流と は二種類の物理量の濃度によって密度が変化す

る流体が, 異なる拡散速度を原因にして成層した領域のなかで起きる対流運動であ

る. 本研究では海水を想定して物理量として熱と塩分を採用する.

本研究では特に“線形化された方程式系を考察することにより得られる結果は,

支配方程式系で表現される流体運動をどの程度表現できているのか.”ということ

に着目する.

構成としては第 2章から二重拡散対流に関する基礎的な式を導出し, 第 3章にて

前章で導出した方程式系を線形化し, 線形安定性解析を行う. 第 4章では地球流体

電脳倶楽部の spmodel を用いてスペクトル法による二重拡散対流の数値計算を行

う. 解析解と計算値を比較することにより, 線形性解析で得られた解析解の有効範

囲に関して議論することを目的とする.
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第 2 章 二重拡散対流の基礎理論 4

第2章 二重拡散対流の基礎理論

ここでは, まず二重拡散対流の基礎知識について述べる. 次に基礎方程式 (連続

の式, 運動方程式, 状態方程式, 熱力学における拡散方程式) を出発点として二重拡

散対流を記述する支配方程式を導出していく.

2.1 二重拡散対流とは

二重拡散対流とは, 流体に含まれる物理量の拡散係数の違いが原因となり生じる

対流のことである. まず, 熱や物理量を含んでいる密度成層している流体を考える.

上に行くほど高温高塩分, 下に行くほど低温低塩分の状態, もしくはその逆の状態

を考える. まず前者の場合を模式的に示したのが図 2.1.1 である. この場合では,

図 2.1.1: 上層に高温高塩分, 下層に低温低塩分が存在する領域

熱の拡散係数 κが塩分の拡散係数 κSよりも 102 倍程度なことより, 上層から下層
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に熱が塩分よりも先に移動することにより, 下に変位した流体は熱を失う結果, 密

度が上がりさらに下降する. 下降した後, 周りはさらに温度は低いので流体は熱を

失い, さらに下降する. このように流体はどんどんと密度を増すことにより沈降す

る. 逆に流体が上に変位した場合は, 周りから熱を奪うことによりどんどんと密度

が下がり上昇し続ける. これは finger 型対流と呼ばれる. 次に後者の場合は, これ

は図 (2.1.2) のような状況である. この場合では, 熱が塩分よりも先に移動するこ

図 2.1.2: 上層に低温低塩分, 下層に高温高塩分が存在する領域

とにより, 上に変位した流体は熱を失う. 結果, 密度が下がり下降する. 元の位置に

戻ってきたとき, 温度は周りよりも低くなっているはずであるから, これはさらに

下降する. その後, 周りより熱を奪い上昇する. このようにして振幅が大きくなる

ことにより, 不安定となる. このような状況下で起こる対流を二重拡散対流と呼ぶ.

2.2 ブシネスク近似

流体力学における最も一般的な支配方程式である圧縮性流体を記述する方程式

系は, 連続の式

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.2.1)

ナビエ - ストークスの式

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ ν

{
∇2u+

1

3
∇(∇ · u)

}
+ g, (2.2.2)
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状態方程式

p = ρ(p, T ) (2.2.3)

熱力学における拡散方程式

∂C

∂t
+ (u · ∇)C = κ∇2C, (2.2.4)

の 4つである.

ここで, 以下の表記を用いている:

u 速度ベクトル,

ρ 密度,

p 圧力,

T 温度,

C 構成物質の状態変数 (温度,濃度など),

ν 動粘性係数,

g 重力ベクトル,

κ 拡散係数

条件としてブシネスク近似を考える. ブシネスク近似とは考える流体を非圧縮

とするが, 浮力を生み出す熱膨張だけは認める近似法である. 密度の変化はとても

小さいものと考えるため, ρは定数部分 ρ0と, そこからのずれ ρ′の和として

ρ = ρ0 + ρ′ (2.2.5)

と表現する. これを連続の式 (2.2.1) に代入することにより第一項と第二項はとて

も小さくなるので無視できる. すると (2.2.1) は

∇ · u = 0 (2.2.6)

となる.

次に圧力を密度 ρ0に対する静水圧 p0(z)とそこからのずれ p′との和として表すと

p = p0(z) + p′, (2.2.7)

dp0(z)

dz
= −ρ0g (2.2.8)

と書くことができる.
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ここで, 鉛直方向のベクトルを kとおくことによって

g = −gk (2.2.9)

とし, (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7) をナビエ - ストークスの式 (2.2.2) に代入すると

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = − 1

ρ0 + ρ′
∇(p0(z) + p′) + ν∇2u+ g

= − 1

ρ0(1 + ρ′/ρ0)
∇(p0(z) + p′) + ν∇2u+ g

≃ − 1

ρ0

(
1− ρ′

ρ0

)
∇(p0(z) + p′) + ν∇2u+ g

≃ − 1

ρ0
∇p0(z) +

ρ′

ρ20
∇p0(z)−

1

ρ0
∇p′ + ν∇2u+ g

=

{
− 1

ρ0

∂p0(z)

∂z
+

ρ′

ρ20

∂p0(z)

∂z

}
k − 1

ρ0
∇p′ + ν∇2u+ g

= −g +
ρ′

ρ0
g − 1

ρ0
∇p′ + ν∇2u+ g

= − 1

ρ0
∇p′ + ν∇2u+

ρ′

ρ0
g

(2.2.10)

と近似できる*1.

ここでこの節で導出したブシネスク近似における基礎方程式系をまとめると

∇ · u = 0, (2.2.12)

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = − 1

ρ0
∇p′ + ν∇2u+

ρ′

ρ0
g, (2.2.13)

∂C

∂t
+ (u · ∇)C = κ∇2C, (2.2.14)

となる.

2.3 二重拡散対流対流に関する方程式の導出

前節ではブシネスク近似における基礎方程式系を導出した. この節ではその方

程式をさらに変形し, 二重拡散対流に関する支配方程式を導出する.

*1式変換の途中で (
1 +

a

b

)−1

≃
(
1− a

b

)
(2.2.11)

という近似を用いた
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まず前節では議論しなかった拡散方程式について, 二重拡散対流では構成物質を

温度と塩分とする. このとき, 支配方程式は

∇ · u = 0, (2.3.1)

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = − 1

ρ0
∇p′ + ν∇2u+

ρ′

ρ0
g, (2.3.2)

∂T

∂t
+ (u · ∇)T = κ∇2T, (2.3.3)

∂S

∂t
+ (u · ∇)S = κS∇2S (2.3.4)

である. κは熱に関する拡散係数, κSは塩分に関する拡散係数である. 以上の式に

関して変形を行っていく.

ここで水平鉛直二次元 (x, z)系と仮定する. 各変数u = (u,w), T , Sを水平方向

に一様で定常な基本場とそれからのずれに分けて考える. ここでいう基本場は静

水圧状態を考えるので, uの基本場をu0とすると

u0 = 0 (2.3.5)

となるので, uは基本場からのずれを u′として

u = u′ (2.3.6)

とできる.

次に温度の基本場を T0, そこからのずれを T ′とすると

T = T0 + T ′ (2.3.7)

とできる. また (2.3.3) より

κ
d2T0

dz2
= 0 (2.3.8)

である. 塩分に関しても同様に基本場を Sとそれからのずれを S ′とすると

S = S0 + S ′. (2.3.9)

また (2.3.4) より

κS
d2S0

dz2
= 0 (2.3.10)

である.
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基本場からのずれが従う方程式系は成分表示すると (2.3.1), (2.3.2) より

∂u′

∂x
+

∂w′

∂z
= 0, (2.3.11)

∂u′

∂t
+ u′∂u

′

∂x
+ w′∂u

′

∂z
= − 1

ρ0

∂p′

∂x
+ ν∇2u′, (2.3.12)

∂w′

∂t
+ u′∂w

′

∂x
+ w′∂w

′

∂z
= − 1

ρ0

∂p′

∂z
+ ν∇2w′ − ρ′

ρ0
g. (2.3.13)

z方向の運動方程式の右辺最終項の変形を考える. ここであらためて状態方程式

(2.2.3)を

p = ρ(p, T, S) (2.3.14)

と定義すると ρは p, T と Sの関数であるので

dρ =

(
∂ρ

∂p

)
T,S

dp+

(
∂ρ

∂T

)
p,S

dT +

(
∂ρ

∂S

)
T,p

dS (2.3.15)

となる. ここで体積の熱膨張率*2を αとすると

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
p,S

= ρ

(
∂

∂T

1

ρ

)
p,S

= ρ

(
− 1

ρ2

)(
∂ρ

∂T

)
p,S

= −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p,S

(2.3.16)

したがって (
∂ρ

∂T

)
p,S

= −αρ (2.3.17)

と書けるので, (2.3.15) は

dρ =

(
∂ρ

∂p

)
T,S

dp− αρdT +

(
∂ρ

∂S

)
p,T

ds (2.3.18)

となる. (2.3.18) の右辺一項目について考える. ここで音速を c, エントロピーをΘ

とすると

c =

√(
∂p

∂ρ

)
Θ

(2.3.19)

*2温度がセ氏 1 °上がったときの体積の変化量と元の体積の比

Bthesis 2013/02/27



第 2 章 二重拡散対流の基礎理論 10

という関係があることに注意する.(
∂ρ

∂p

)
T

=
∂(ρ, T )

∂(p, T )

∂(ρ,Θ)

∂(p,Θ)

∂(p,Θ)

∂(ρ,Θ)

=
∂(ρ,Θ)

∂(p,Θ)

∂(p,Θ)

∂(p, T )

∂(ρ, T )

∂(ρ,Θ)

=

(
∂ρ

∂p

)
Θ

(
∂Θ

∂T

)
p

(
∂T

∂Θ

)
ρ

=
1

c2
Cp

T

T

CV

=
1

c2
Cp

CV

(2.3.20)

現象の変動する速さが音速よりもはるかに遅いときには音速を無限大とみなせる

ので (
∂ρ

∂p

)
T

= 0 (2.3.21)

と近似できる. 同様にして塩分に関しても, 塩分の塩分収縮率を βとすると

β = − 1

V

(
∂V

∂S

)
p,T

= −ρ

(
∂

∂S

1

ρ

)
p,T

= −ρ

(
− 1

ρ2

)(
∂ρ

∂S

)
p,T

=
1

ρ

(
∂ρ

∂S

)
p,T

(2.3.22)

したがって (
∂ρ

∂S

)
p,T

= βρ (2.3.23)

ρ′ = βρ0S
′ (2.3.24)

と表現できる.

以上より

dρ = −αρdT + βρdS (2.3.25)

を得る. 密度変化の小さい状況では上式は

ρ′ = ρ0(−αT ′ + βS ′) (2.3.26)
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と表される.

これより (2.3.12), (2.3.13) は

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
= − 1

ρ0

∂p

∂x
+ ν∇2u, (2.3.27)

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ w

∂w

∂z
= − 1

ρ0

∂p

∂z
+ ν∇2w + g(αT − βS), (2.3.28)

と変形された. ここで見やすさのために未知変数の
′
はすべて省略した.

(2.3.27), (2.3.28)内の pをこれらの式から消去しておく. (2.3.27) を zで偏微分

したものと (2.3.28) を xで偏微分したものとの差をとる. まず (2.3.27) を zで偏

微分したものは

∂

∂t

∂u

∂z
+

(
∂u

∂z

∂u

∂x
+ u

∂2u

∂x∂z

)
+

(
∂w

∂z

∂u

∂z
+ w

∂2u

∂z2

)
= − 1

ρ0

∂2p

∂x∂z
+ ν∇2∂u

∂z

(2.3.29)

となり, 次に (2.3.28) を xで偏微分したものは

∂

∂t

∂w

∂x
+

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+ u

∂2w

∂x2

)
+

(
∂w

∂x

∂w

∂z
+ w

∂2w

∂x∂z

)
= − 1

ρ0

∂2p

∂x∂z
+ ν∇2∂w

∂x

+ g

(
α
∂T

∂x
− β

∂S

∂x

)
(2.3.30)

となる. (2.3.29) と (2.3.30) との差をとることにより

∂

∂t

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ u

∂

∂x

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ w

∂

∂z

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+

(
∂u

∂z

∂u

∂x
− ∂u

∂x

∂w

∂x
+

∂u

∂z

∂w

∂z
− ∂w

∂x

∂w

∂z

)
= ν∇2

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
− g

(
α
∂T

∂x
− β

∂S

∂x

)
∂

∂t

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ u

∂

∂x

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ w

∂

∂z

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
= ν∇2

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
− g

(
α
∂T

∂x
− β

∂S

∂x

)

(2.3.31)
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を得る. 連続の式 (2.3.11) を代入することにより, 左辺最終項は消えて

∂

∂t

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ u

∂

∂x

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ w

∂

∂z

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
= ν∇2

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
− g

(
α
∂T

∂x
− β

∂S

∂x

) (2.3.32)

となる. さらにここで渦度の y成分 ζ,

ζ =
∂u

∂z
− ∂w

∂x
(2.3.33)

を導入することにより, ナビエ - ストークス方程式は

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ w

∂ζ

∂z
= ν∇2ζ − g

(
α
∂T

∂x
− β

∂S

∂x

)
(2.3.34)

と書ける.

温度に関する拡散の式 (2.3.3) は (2.3.7), (2.3.8) を代入することによって

∂

∂t
(T0 + T ′) + (u · ∇)(T0 + T ′) = κ∇2(T0 + T ′),

∂T ′

∂t
+

(
u
∂T0

∂x
+ w

∂T0

∂z

)
+

(
u
∂T ′

∂x
+ w

∂T ′

∂z

)
= κ

d2T0

dz2
+ κ∇2T ′,

∂T ′

∂t
+ u

∂T ′

∂x
+ w

∂T ′

∂z
+ w

∂T0

∂z
= κ∇2T ′

(2.3.35)

とできる. 塩分に関する拡散の式 (2.3.4) も同様にして (2.3.9), (2.3.10) を代入す

ることにより

∂

∂t
(S0 + S ′) + (u · ∇)(S0 + S ′) = κS∇2(S0 + S ′),

∂S ′

∂t
+

(
u
∂S0

∂x
+ w

∂S0

∂z

)
+

(
u
∂S ′

∂x
+ w

∂S ′

∂z

)
= κS

d2S0

dz2
+ κS∇2S ′,

∂S ′

∂t
+ u

∂S ′

∂x
+ w

∂S ′

∂z
+ w

∂S0

∂z
= κS∇2S ′

(2.3.36)

と変形できる. 温度の基本場 T0の上から下に向かう温度勾配を
∆T
d
とすると

dT0

dz
= −∆T

d
(2.3.37)

と置き換えることができる. 同様に, 塩分の基本場 S0も上から下に向かう方向の

塩分勾配を ∆S
d
とすると

dS0

dz
= −∆S

d
(2.3.38)
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とおく. ゆえに (2.3.35), (2.3.36) は

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ w

∂T

∂z
− ∆T

d
w = κ∇2T, (2.3.39)

∂S

∂t
+ u

∂S

∂x
+ w

∂S

∂z
− ∆S

d
w = κS∇2S (2.3.40)

となる. ここで見やすさのために未知変数の
′
は全て省略した.

ここまでをまとめると

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0, (2.3.41)

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ w

∂ζ

∂z
= ν∇2ζ − g

(
α
∂T

∂x
− β

∂S

∂x

)
, (2.3.42)

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ w

∂T

∂z
− ∆T

d
w = κ∇2T, (2.3.43)

∂S

∂t
+ u

∂S

∂x
+ w

∂S

∂z
− ∆S

d
w = κS∇2S (2.3.44)

となる. 第 1 式は連続の式, 第 2 式は渦度方程式, 第 3 式は温度に関する拡散の

式, 第 4 式は塩分に関する拡散の式となっている.

連続の式 (2.3.41) より

u =
∂Ψ

∂z
, w = −∂Ψ

∂x
(2.3.45)

を満たす流線関数Ψを定義する*3. ここで渦度の y成分と流線関数の関係を求め

ると

ζ =
∂u

∂z
− ∂w

∂x
=

∂

∂z

(
∂Ψ

∂z

)
− ∂

∂x

(
−∂Ψ

∂x

)
=

∂2Ψ

∂z2
+

∂2Ψ

∂x2
= ∇2Ψ

(2.3.46)

となり, つまり

ζ = ∇2Ψ (2.3.47)

である.

*3定義した流線関数を連続の式 (2.3.41) に代入することにより確認する.

∂u

∂x
+

∂w

∂z
=

∂

∂x

(
∂Ψ

∂z

)
+

∂

∂z

(
−∂Ψ

∂x

)
=

∂2Ψ

∂x∂z
− ∂2Ψ

∂x∂z
= 0

これより定義した流線関数は連続の式 (2.3.41) を満たしていると確認した.
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これらを用いて基礎方程式を表すと(
∂

∂t
+

∂Ψ

∂z

∂

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂

∂z

)
∇2Ψ = ν∇2 · ∇2Ψ− g

(
α
∂T

∂x
− β

∂S

∂x

)
, (2.3.48)

∂T

∂t
+

∂Ψ

∂z

∂T

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂T

∂z
+

∆T

d

∂Ψ

∂x
= κ∇2T, (2.3.49)

∂S

∂t
+

∂Ψ

∂z

∂S

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂S

∂z
+

∆S

d

∂Ψ

∂x
= κS∇2S, (2.3.50)

となり, 変数はΨ, T , Sの 3つであり, 方程式も 3つあるので方程式系は閉じてい

て解を一意に求めることができる.

(2.3.48)～(2.3.50)を無次元化する. 無次元変数を次のように導入する. 無次元化

した後の数値を ∗付きで表現する.

x = dx∗ x方向の距離,

z = dz∗ z方向の距離,

v =
κ

d
v∗ 速度ベクトル,

t =
d2

κ
t∗ 時間,

∇ =
1

d
∇∗,

Ψ = κΨ∗ 流線関数,

ζ =
κ

d2
ζ∗ 渦度,

T = ∆TT ∗ 温度,

S = ∆SS∗ 塩分

これらを用いて基礎方程式を無次元化する.

渦度方程式 (2.3.48) は以下の様に無次元化される.(
κ2

d4
∂

∂t∗
+

κ2

d4
∂Ψ∗

∂z∗
∂

∂x∗ − κ2

d4
∂Ψ∗

∂x∗
∂

∂z∗

)
∇∗2Ψ∗

=− κν

d4
∇∗2 · ∇∗2Ψ∗ − g

(
α∆T

d

∂T ∗

∂x∗ − β∆S

d

∂S∗

∂x∗

)
(

∂

∂t∗
+

∂Ψ∗

∂z∗
∂

∂x∗ − ∂Ψ∗

∂x∗
∂

∂z∗

)
∇∗2Ψ∗

=
ν

κ
∇∗2 · ∇∗2Ψ∗ − αg∆Td3

κ2

∂T ∗

∂x∗ +
βg∆Sd3

κ2

∂S∗

∂x∗ .

(2.3.51)

ここで温度に関する Rayleigh 数をRa, 塩分に関する Rayleigh 数をRs, Prandtl
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数を Prとする.

Ra =
αg∆Td3

κν
, (2.3.52)

Rs =
βg∆Sd3

κν
, (2.3.53)

Pr =
ν

κ
. (2.3.54)

よって (2.3.51) は (
∂

∂t∗
+

∂Ψ∗

∂z∗
∂

∂x∗ − ∂Ψ∗

∂x∗
∂

∂z∗

)
∇∗2Ψ∗

=Pr∇∗2 · ∇∗2Ψ∗ − Pr Ra
∂T ∗

∂x∗ + Pr Rs
∂S∗

∂x∗

(2.3.55)

となる.

温度に関する拡散方程式 (2.3.49) は以下のように無次元化される.

∆T
κ

d2
∂T ∗

∂t∗
+∆T

κ

d2
∂Ψ∗

∂z∗
∂T ∗

∂x∗ −∆T
κ

d2
∂Ψ∗

∂x∗
∂T ∗

∂z∗
+

κ

d

∆T

d

∂Ψ∗

∂x∗ = ∆T
κ

d2
∇∗2T ∗

∂T ∗

∂t∗
+

∂Ψ∗

∂z∗
∂T ∗

∂x∗ − ∂Ψ∗

∂x∗
∂T ∗

∂z∗
+

∂Ψ∗

∂x∗ = ∇∗2T ∗.

(2.3.56)

塩分に関する拡散方程式 (2.3.50) は以下のよう無次元化される.

∆S
κ

d2
∂S∗

∂t∗
+∆S

κ

d2
∂Ψ∗

∂z∗
∂S∗

∂x∗ −∆S
κ

d2
∂Ψ∗

∂x∗
∂S∗

∂z∗
+

κ

d

∆S

d

∂Ψ∗

∂x∗ = ∆S
κS

d2
∇∗2S∗

∂S∗

∂t∗
+

∂Ψ∗

∂z∗
∂S∗

∂x∗ − ∂Ψ∗

∂x∗
∂S∗

∂z∗
+

∂Ψ∗

∂x∗ =
κS

κ
∇∗2S∗.

(2.3.57)

ここで拡散係数の比を τ を

τ =
κS

κ
(2.3.58)

とすると

∂S∗

∂t∗
+

∂Ψ∗

∂z∗
∂S∗

∂x∗ − ∂Ψ∗

∂x∗
∂S∗

∂z∗
+

∂Ψ∗

∂x∗
∂S0

∂z
= τ∇∗2S∗ (2.3.59)

と変形される.

流線関数と渦度の y成分との関係 (2.3.47) に関しても無次元化する.

κ

d2
ζ∗ =

κ

d2
∇∗2Ψ

ζ = ∇2Ψ.
(2.3.60)
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ここまでの結果をまとめる:

渦度方程式:{
1

Pr

(
∂

∂t
+

∂Ψ

∂z

∂

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂

∂z

)
−∇2

}
∇2Ψ = −Ra

∂T

∂x
+Rs

∂S

∂x
. (2.3.61)

温度に関する拡散方程式:(
∂

∂t
−∇2

)
T +

∂Ψ

∂z

∂T

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂T

∂z
= −∂Ψ

∂x
. (2.3.62)

塩分に関する拡散方程式:(
∂

∂t
− τ∇2

)
S +

∂Ψ

∂z

∂S

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂S

∂z
= −∂Ψ

∂x
. (2.3.63)

流線関数と渦度の y成分との関係:

ζ = ∇2Ψ. (2.3.64)

ここで式を見やすくするために ∗を省略した. 今後の式に関しても ∗を省略する.
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第3章 線形安定性解析

ここでは前の章で導出した 二重拡散対流に関する支配方程式系を線形化し, そ

の後Ra, Rsの 2つのパラメータに依存する流体運動の成長率に関する式を導出す

る. 次に, 対流の発生する臨界的なRaやRsを調べ, さらに対流が発生する場合に

はどのような挙動を示すのかを考察する.

3.1 定式化

(2.3.61), (2.3.62), (2.3.63) の非線形項を除き, 式を線形化すると(
1

Pr

∂

∂t
−∇2

)
∇2Ψ = −Ra

∂T

∂x
+Rs

∂S

∂x
, (3.1.1)

(
∂

∂t
−∇2

)
T = −∂Ψ

∂x
, (3.1.2)

(
∂

∂t
− τ∇2

)
S = −∂Ψ

∂x
, (3.1.3)

となる. これが解くべき方程式である.

(3.1.1)～(3.1.3) を Ψについての方程式にするために, (3.1.1) に
(

∂
∂t

−∇2
)
と(

∂
∂t

− τ∇2
)
を演算し, その後に (3.1.2) と (3.1.3) を代入することによって T , Sを

消去すると(
1

Pr

∂

∂t
−∇2

)(
∂

∂t
−∇2

)(
∂

∂t
− τ∇2

)
∇2Ψ

=

{
Ra

(
∂

∂t
− τ∇2

)
−Rs

(
∂

∂t
−∇2

)}
∂2Ψ

∂x2

(3.1.4)

となる.
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境界条件は上下の境界 (z = 0, 1) で温度, 塩分は一定であるとする.

T = S = 0 z = 0, 1 (3.1.5)

この二重拡散対流では粘性を持った流体を考えていて, 粘性を持った流体において

は物体表面上での物体に対する流体の相対速度は 0となる. 今, 上下の境界は固定

壁と考えているので, 境界表面上での流体の水平速度は

u =
∂Ψ

∂z
= 0 z = 0, 1 (3.1.6)

となる. また固定壁を貫く流れはない. よって境界表面上での鉛直速度は

w = −∂Ψ

∂x
= 0 z = 0, 1 (3.1.7)

とできる. ゆえに上下の境界では

Ψ =定数 z = 0, 1 (3.1.8)

を満たす必要があり, ここでは

Ψ = 0 z = 0, 1 (3.1.9)

と境界条件を定めることとする. このように考えることにより, 解となる未知変

数は

Ψ(x, z, t) = eσt sinπax sin πnz, (3.1.10)

T (x, z, t) = eσt cosπax sin πnz, (3.1.11)

S(x, z, t) = eσt cosπax sin πnz, (3.1.12)

と表現される. ここで σは複素数, aは実数, nは整数である.

(3.1.4) に (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12) を代入する. 左辺に代入することによって(
1

Pr

∂

∂t
−∇2

)(
∂

∂t
−∇2

)(
∂

∂t
− τ∇2

)
∇2Ψ

= −k2

{
σ3

Pr
+

(
1 +

1 + τ

Pr

)
k2σ2 +

(
1 + τ +

τ

Pr

)
k4σ + τ k6

}
eσt sinπax sin πnz.

(3.1.13)

また右辺に代入することによって{
Ra

(
∂

∂t
− τ∇2

)
−Rs

(
∂

∂t
−∇2

)}
∂2Ψ

∂x2

=
{
−Ra π2a2(σ + τk2) +Rs π2a2(σ + k2)

}
eσt sin πax sinπnz.

(3.1.14)
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(3.1.13), (3.1.14) より (3.1.4) は

σ3

Pr
+

(
1 +

1 + τ

Pr

)
k2σ2+

{( τ

Pr
+ τ + 1

)
k4 − (Ra−Rs)

π2a2

k2

}
σ

+ τk6 + (Rs− τRa)π2a2 = 0

(3.1.15)

となる分散関係式が得られる. 上では全波数として

k2 = π2(a2 + n2) (3.1.16)

と定義した. ここで

σ = k2q (3.1.17)

とおくことにより (3.1.15) は

k6q3

Pr
+

(
1 +

1 + τ

Pr

)
k6q2+

{( τ

Pr
+ τ + 1

)
k4 − (Ra−Rs)

π2a2

k2

}
k2q

+ τk6 + (Rs− τRa)π2a2 = 0

(3.1.18)

となるので, 両辺を k6で割り, さらに Prをかけて整理すると

q3 + (Pr + τ + 1)q2+

{
(Pr + Prτ + τ)− Pr(Ra−Rs)

π2a2

k6

}
q

+ Prτ + Pr(Rs− τRa)
π2a2

k6
= 0

(3.1.19)

を得る. Ra, Rsを新たに

Ra′ =
π2a2

k6
Ra, (3.1.20)

Rs′ =
π2a2

k6
Rs (3.1.21)

とすると (3.1.19) は

q3 + (Pr + τ + 1)q2+ {(Pr + Prτ + τ)− Pr(Ra′ −Rs′)} q
+ Prτ + Pr(Rs′ − τRa′) = 0

(3.1.22)

となる. これはRa′, Rs′の 2つのパラメータが与えられたとき qを求める 3次方程

式である. この式に関して考察をしていくことにより, Ra′, Rs′に対する対流運動

の依存性を調べることができる.
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3.2 考察

(3.1.22) において, Ra′, Rs′の 2つのパラメータに対して解 qがどの様な値をと

るかを考察することにより, 解 (3.1.10)～(3.1.12) がどのような挙動を示すのかを

分類する. この結果はRa′, Rs′に依存するので, Ra′ − Rs′平面を考えることによ

り表現できる. 分類する手順としては, まず対流が発生する臨界的なRa′, Rs′を調

べ, Ra′ −Rs′平面上を対流が発生しない領域 (以下, 安定領域と名付ける.) と対流

が発生する領域 (以下, 不安定領域と名付ける.) に分ける. その後, 不安定領域を

流体の挙動によって分ける. 以上のようにして qの Ra′, Rs′依存性を示したのが

下図 3.2.1である.

図 3.2.1: Ra′, Rs′ 依存性

それぞれの領域で解 (3.1.10)～(3.1.12) がどのような挙動を示すのかを説明する.

• 領域 I: 安定領域. (3.1.22) の解は実部の符号が負になる領域. すなわちこの

領域では擾乱は成長せず, 安定である

• 領域 II: 不安定領域. (3.1.22) の解には実部の符号が正となる解が少なくと

も 1つは存在する領域. さらに解は実数解 1つと複素共役な虚数解が 1組と

なる. すなわちこの領域では擾乱は振動しながら指数関数的に増幅していく.

• 領域 III: 不安定領域. (3.1.22) の解には実部の符号が正となる解が少なくと

も 1つは存在する領域. さらに解は実数解 3つとなる. すなわちこの領域で

は擾乱は指数関数的に増幅していく
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以下, どのようにして図 (3.2.1) のように領域が分けられたかを述べる. (3.1.22)

式の左辺を f(q)とする. つまり

f(q) = q3 + (Pr + τ + 1)q2+{(Pr + Prτ + τ)− Pr(Ra′ −Rs′)}q
+ Prτ + Pr(Rs′ − τRa′)

(3.2.1)

と定義する. ここで f(q)は q3の項の符号が正である 3次方程式であるので, グラ

フの概形は下の図の様になる.

 0

 0

f(
q)

q

図 3.2.2: (3.2.1) の概形

解の分類としては, まず解が正なのか負なのかを調べる. その後に解が正である領

域, つまり不安定領域において解は実数解が 3つとなるのか, 実数解が 1つと複素

共役解が 1組となるのかを分ける.

まず, Ra′ − Rs′平面において解の実部が正になる領域, 負になる領域を調べる.

これを知ることにより, 前の節で設定した解 (3.1.10)～(3.1.12) が安定な解なのか,

不安定な解なのかを知ることができる. ここでは全ての解の実部が負になる領域

と, 少なくとも 1つは実部が正となる解が存在する領域の境目, つまり安定領域と

不安定領域の境目を求める. 図 (3.2.2) において, q = 0においてのグラフの値 (切

片)が 0, 傾きが 0, さらに傾きの変化率が正である状況. これが安定領域と不安定

領域の境目である. つまり

f(0) = 0, (3.2.2)

f ′(0) = 0, (3.2.3)

f ′′(0) ≥ 0 (3.2.4)
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 0

 0

f(
q)

q

図 3.2.3: 解の実部が正になるか負になるかの境目

の条件が全て満たされるRa′, Rs′を満たす場所が安定領域と不安定領域の境目で

ある. ここで

Pr = 10.0, (3.2.5)

τ = 0.01 (3.2.6)

と指定する. よって具体的には (3.2.2) より

Prτ + Pr(Rs′ − τRa′) = 0

Ra′ =
1

τ
Rs′ + 1

(3.2.7)

となる. これが示すのは図 (3.2.1) 中の直線 ab であり, この直線以上は不安定な領

域となる可能性があり, 以下は安定な領域となる可能性がある. 次に (3.2.3) より

Pr + Prτ + τ − Pr(Ra′ −Rs′) ≥ 0

Ra′ ≤ Rs+ 1 + τ +
τ

Pr

(3.2.8)

となる. これが示すのは図 (3.2.1) 中の直線 ac である. この直線以上は不安定な

領域となる可能性があり, 以下は安定な領域となる可能性がある. さらに (3.2.4)

より

2(Pr + τ + 1) ≥ 0. (3.2.9)
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これは明らかに成り立っている. 上で述べたように, 求められる全ての解の実部が

負になる条件は (3.2.2) かつ (3.2.3) かつ (3.2.4) であるので, 求める条件は

Ra′ ≤ 1

τ
Rs′ + 1

Ra′ ≤ Rs+ 1 + τ +
τ

Pr

(3.2.10)

である. これが示す領域を図 (3.2.1) で領域 I と示した. ここでは全ての qの実部

は負となり, すなわち 前の節で示した解 (3.1.10)～(3.1.12) は成長せず, 解は安定

となる. 逆に考えると, この領域 I 以外の領域では, 実部が正である解が少なくと

も 1つは存在し, 解は不安定になり, 擾乱は成長すると考えられる.

次に, 上で求めた安定領域以外の領域, すなわち不安定領域における解 qの挙動

を調べる. これは解が 3つの実数解になるのか, 1つの実数解と 2つの虚数解 (複

素共役解) になるのかの境界を考える. これを調べる理由としては, 解 qに虚数解

が含まれるか否かにより, 解の挙動が変わってくるからである. この境目は f(q)が

図 (3.2.4) のようになっている状態が境目である.

 0

 0

f(
q)

q

図 3.2.4: 解が 3つの実数解になるのか, 1つの実数解と 2つの虚数解 (共役複素解)

になるのかの境界を表す条件の f(q)

言い換えれば

f(q) = 0, (3.2.11)

f ′(q) = 0 (3.2.12)
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を満たす qが存在するような (Ra′, Rs′)の関係がその境目である. (3.2.11) より

q3 + (Pr + τ + 1)q2+{Pr + Prτ + τ − Pr(Ra′ −Rs′)}q
+Prτ + Pr(Rs′ − τRa′) = 0.

(3.2.13)

また (3.2.12) より

3q2 + 2(Pr + τ + 1)q + Pr + Prτ + τ − Pr(Ra′ −Rs′) = 0. (3.2.14)

(3.2.14) に qをかけたものから (3.2.13) を引くことによって

2q3 + (Pr + τ + 1)q2 − Pr(τ +Rs′ − τRa′) = 0 (3.2.15)

が得られる. ここで (3.2.14), (3.2.15) より

q2 +
2

3
(Pr + τ + 1)q +

1

3
{Pr + Prτ + τ − Pr(Ra′ −Rs′)} = 0, (3.2.16)

q3 +
1

2
(Pr + τ + 1)q2 +

1

2
{−Prτ − Pr(Rs′ − τRa′)} = 0 (3.2.17)

となり,

a =
2

3
(Pr + τ + 1),

b =
1

3
{Pr + Prτ + τ − Pr(Ra′ −Rs′)},

c =
1

2
(Pr + τ + 1),

d =
1

2
{−Prτ − Pr(Rs′ − τRa′)},

(3.2.18)

と置くことにより

q2 + aq + b = 0, (3.2.19)

q3 + cq2 + d = 0 (3.2.20)

と書く. (3.2.20) を (3.2.19) を因数に含むように変形すると

q3 + cq2 + d

=(q2 + aq + b){q + (c− a)} − {b+ a(c− a)}q + d− b(c− a)

=0

(3.2.21)

となることから

−{b+ a(c− a)}q + {d− b(c− a)} = 0 (3.2.22)
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の関係が得られる. (3.2.19), (3.2.22) から qを消去することによって

b3 − 3

16
a2b2 +

3

2
abd+ (d2 − 1

4
a3d) = 0 (3.2.23)

となる*1. (3.2.23) に再び (3.2.18) で置いた a, b, c, d, 具体的な Pr, τ を代入する

ことにより, Ra′とRs′の関係式

f(Ra′Rs′) =− 37.037Ra′3 + 37.037Rs′3 + 111.111Ra′2Rs′ − 111.111Ra′Rs′2

− 1.740Ra′2 − 158.40Rs′2 + 184.65Ra′Rs′

+ 112.124Ra′ + 194.073Rs′ − 73.361

=0

(3.2.24)

が得られる. これを満たすRa, Rsの式が, 解が 3つの実数解になるのか 1つの実数

解と 2つの虚数解 (複素共役解) になるのかの境目を表す. Rs′を固定し, ニュート

ン法を用いてRa′を求めることにより, 求めたい境目の曲線を示す. ただここでは

正の qが存在する場合, すなわち与えた擾乱が成長する場合のRa′, Rs′を求めてい

る. その範囲*2におけるRa′とRs′をRa′ −Rs′平面にプロットすることによって,

図 3.2.1で示すところの曲線 ad が得られる. 領域 II では (3.1.22) の解は実数解が

1つと虚数解が 2つ存在し, すなわち解は振動解となる. 領域 IIIでは (3.1.22) の

解は実数解 3つ存在し, すなわち解は振動しない. さらに前で議論したように, こ

れらの領域では実部が正の qが少なくとも 1つは存在することがわかっているの

で, 領域 II では擾乱が振動しながら指数関数的に増幅する流体運動が生じ, 領域

III では, 擾乱が単調に指数関数的に増幅していく流体運動が生じることが示され

る. .

*1この導出に関しては付録 B 参照.
*2付録 C 参照
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第4章 数値計算

この章では 2 章で導出した 二重拡散対流の支配方程式系を数値的に解くことを

考える. そして第 3 章で議論された線形安定性解析との比較により, 線形安定性解

析の有効範囲について議論する.

4.1 スペクトル法の概略

一般的な数値計算を行うにあたって代表的な離散化法は差分法による離散化, 関

数展開による離散化の 2つがある. 本研究の数値計算においては関数展開による離

散化を用いてスペクトル法を用いる.

差分法では実空間に n− 1個の等間隔に置かれた点 xj (j = 1, 2, ..., n− 1)を導入

して空間を有限個に離散化するが, スペクトル法では速度 u(x, t)を n− 1個の独立

な関数 ϕk (k = 1, 2, ..., n− 1)を導入して

u(x, t) =
n−1∑
k=1

ak(t)ϕk(x) (4.1.1)

と離散化することを考える. 展開関数 ϕk(x)は境界条件を満たすように自分で選択

しておくものとする. 展開関数 ak(t)を求めるには選定法と重み付き残差法がある

が, ここでは重み付き残差法を用いることとする.

重み付き残差法の理解のために, 直感的に理解しやすい具体的な問題の例として

∂u

∂t
= −c

∂u

∂x
,

初期条件 : u(x, 0) = f(x),

境界条件 : u(x, t) = u(x+ 2π, t)

(4.1.2)

という偏微分方程式を重み付き残差法で解くことを考えていく. (4.1.2) の解は解
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析的に解くことができ, 解は

u(x, t) = f(x− ct) (4.1.3)

となり, 1次元移流方程式と呼ばれる.

(4.1.2) の残差をR(x, t)として

R(x, t) =
∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
(4.1.4)

のように定める. ここで n− 1個の独立な重み関数

Wk′(x) (k
′ = 0, 1, 2, ..., n− 1) (4.1.5)

を考え, 残差R(x, t)に重み関数をかけて, xに関して全領域にわたり積分したもの

が 0になることを求める. つまり∫ 1

0

Wk′R(x, t)dx = 0 (k′ = 0, 1, 2, ..., n− 1) (4.1.6)

となることを求める. (4.1.4) に適用させると∫ 1

0

Wk′(
∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
)dx = 0 (4.1.7)

∂u

∂t

∫ 1

0

Wk′dx = −c

∫ 1

0

Wk′
∂u

∂x
dx (4.1.8)

また (4.1.1) のように u(x, t)は展開できるので

n−1∑
k=1

dak(t)

dt

∫ 1

0

ϕk(x)Wk′dx = −c
n−1∑
k=1

ak(t)

∫ 1

0

dϕk(x)

dx
Wk′dx (4.1.9)

となる. この式において境界条件を満たすような展開関数ϕk(x), また重み関数Wk′

を導入することによって kによって展開された速度 uk(t)の時間発展に関する式を

得ることができ, 時間発展することができる. この方法は偏微分方程式の残差に重

み関数をかけたものが 0となるように求めることから, 重み付き残差法と呼ばれる.

重み付き残差法において, 重み関数は通常 ϕk(x)と同じ系列にとったものが使わ

れる. このように重み関数を定めたものをガラーキン法と呼ぶ. さらに展開関数

ϕk(x)を境界条件を満たすような滑らかな直交関数形を用いたものをガラーキンス

ペクトル法を呼ぶ. このガラーキンスペクトル法は単にスペクトル法とも呼ばれ,

展開関数に滑らかな関数形を用いることにより, 差分法のように差分近似に伴う誤

差が生じないなど (詳しく書く?) の差分法に比べての長所がある.
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(4.1.9) において解を得るためには展開関数を境界条件に合うように選択する必

要があるが, ここでは周期境界条件を考慮してフーリエ級数を用いることとする.

ϕk(x)を

ϕk(x) = eikx (4.1.10)

と選択し, u(x, t)が

u(x, t) =
n∑

k=−n

ûk(t)e
ikx (4.1.11)

と展開できるものとする. ここで nは切断波数と呼ばれ数値解の解像度を決める

定数である.

ûk(x)に対する常微分方程式を導くために (4.1.11)を (4.1.4)に代入すると残差R

は

R(x, t) =
n∑

k=−n

dûk(t)

dt
eikx + ikc

n∑
k=−n

ûk(t)e
ikx (4.1.12)

となる. この両辺に重み関数を, 展開関数と同じ系列にとったもの (ここでは重み

関数を Wk′ = e−ik′xとする) をかけて 0から 2πについて x方向に積分すると∫ 2π

0

Wk′R(x, t)dx =
n∑

k=−n

dûk(t)

dt

∫ 2π

0

eikxWk′dx+ ikc
n∑

k=−n

ûk(t)

∫ 2π

0

eikxWk′dx

= 2π

{
n∑

k=−n

dûk(t)

dt
+ ikc

n∑
k=−n

ûk(t)

}
(4.1.13)

ここで三角関数の直交性を用いると

1

2π

∫ 2π

0

eikxe−ik′xdx = δk,k′ (4.1.14)

となり, これを用いた. 先に偏微分方程式の残差に重み関数をかけたものが 0とな

るように求めることを課したので (4.1.13) の右辺は 0となり, 結果的に常微分方

程式

dûk(t)

dt
+ ikcûk(t) = 0 (k = −n, ..., n) (4.1.15)

が得られる.
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ûk(t)の初期条件 ûk(0)は与えられた初期条件をフーリエ変換することにより

ûk(0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)eikxdx (k = −n, ..., n) (4.1.16)

と得られる.

これにより (4.1.15) のように得られた常微分方程式の解は解析的に得られ

ûk(t) = ûk(0)e
−ikct (4.1.17)

となる. これを (4.1.11) に代入することによって偏微分方程式のスペクトル法に

よる解は

u(x, t) =
n∑

k=−n

ûk(t)e
ikx

=
n∑

k=−n

ûk(0)e
−ikcteikx

=
n∑

k=−n

ûk(0)e
ik(x−ct)

(4.1.18)

となる. この解の各モードの x, tに対する依存性はすべて (x− ct)の形になってい

る. ゆえに各モードが位相速度 cで xの正方向に動くことがわかる. この性質は解

析解と同じ性質を維持している.

4.2 切断スペクトル方程式の導出

この節では前節で述べた原理に従って (2.3.61)～(2.3.63) に対する切断スペクト

ル方程式を求める. 計算領域は x方向の長さ Lx, z方向の長さ Lzとした 2次元領

域とする. スペクトル化する際の展開関数としては境界条件を考慮して三角関数

を選択し, 切断波数は x方向にK, y方向にM としておく. ζ, Ψ, T , Sの切断級数
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はそれぞれ

ζ(x, z, t) =
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ζ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (4.2.1)

Ψ(x, z, t) =
K∑

k=−K

M∑
m=−M

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (4.2.2)

T (x, z, t) =
K∑

k=−K

M∑
m=−M

T̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (4.2.3)

S(x, z, t) =
K∑

k=−K

M∑
m=−M

Ŝk,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z) (4.2.4)

で表す. (4.2.1)～(4.2.4) の展開関数はそれぞれ

ζ̂k,m =
1

LxLz

∫ Lz

0

∫ Lx

0

ζx,z,te
−i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)dxdy, (4.2.5)

Ψ̂k,m =
1

LxLz

∫ Lz

0

∫ Lx

0

Ψx,z,te
−i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)dxdy, (4.2.6)

T̂k,m =
1

LxLz

∫ Lz

0

∫ Lx

0

Tx,z,te
−i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)dxdy, (4.2.7)

Ŝk,m =
1

LxLz

∫ Lz

0

∫ Lx

0

Sx,z,te
−i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)dxdy (4.2.8)

と書ける.

渦度方程式 (2.3.61) を切断スペクトル方程式に変形する. (2.3.61) を ζの時間発

展式として見るために

∂ζ

∂t
= −PrJ(ζ,Ψ) + Pr∇2ζ − PrRa

∂T

∂x
+ PrRs

∂S

∂x
(4.2.9)

と変形する. ここで

∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
= J(ζ,Ψ)

と非線形項をヤコビアンを用いて書き直した. 切断級数 (4.2.1) 式を用いて表す.

左辺は

∂ζ

∂t
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

∂ζ̂k,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z). (4.2.10)
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右辺第一項目*1は

PrJ(ζ,Ψ) =
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

Pr
4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z).

(4.2.11)

右辺第二項目は

Pr∇2ζ = −
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2Pr

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
ζ̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z). (4.2.12)

右辺第三項は

−PrRa
∂T

∂x
= −

K∑
k=−K

M∑
m=−M

ikPrRa
2π

Lx

T̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z). (4.2.13)

右辺第四項目は

PrRs
∂S

∂x
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

ikPrRs
2π

Lx

Ŝk,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z). (4.2.14)

以上のようになるので (2.3.61) を変形させた結果は

K∑
k=−K

M∑
m=−M

∂ζ̂k,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

=−
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

Pr
4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2Pr

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
ζ̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ikPrRa
2π

Lx

T̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ikPrRs
2π

Lx

Ŝk,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

(4.2.15)

となり, (4.2.9) は切断級数で表される.

*1このヤコビアンの変形に関しては付録を参照.
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温度に関する拡散方程式 (2.3.62) を切断スペクトル方程式に変形する. (2.3.62)

を T の時間発展式として見るために

∂T

∂t
= −J(T,Ψ) +∇2T − ∂Ψ

∂x
(4.2.16)

と変形する. ここで前と同様に

∂Ψ

∂z

∂T

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂T

∂z
= J(T,Ψ)

と非線形項をヤコビアンを用いて書き直した. 切断級数 (4.2.3) 式を用いて表す.

左辺は

∂T

∂t
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

∂T̂k,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z). (4.2.17)

右辺第一項目は

J(T,Ψ) =
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

T̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

(4.2.18)

右辺第二項目は

∇2T = −
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
T̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z). (4.2.19)

右辺第三項は

−∂Ψ

∂x
= −

K∑
k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z). (4.2.20)

以上のようになるので (2.3.62) を変形させた結果は

K∑
k=−K

M∑
m=−M

∂T̂k,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

=−
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

T̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
T̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

(4.2.21)
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となり, (4.2.16) は切断級数で表される.

塩分に関する拡散方程式 (2.3.63) を切断スペクトル方程式に変形する.

(2.3.63)を Sの時間発展式として見るために

∂S

∂t
= −J(S,Ψ) + τ∇2S − ∂Ψ

∂x
(4.2.22)

と変形する. ここで前と同様に

∂Ψ

∂z

∂S

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂S

∂z
= J(S,Ψ)

と非線形項をヤコビアンを用いて書き直した. 切断級数 (4.2.4) 式を用いて表す.

左辺は

∂S

∂t
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

∂Ŝk,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z). (4.2.23)

右辺第一項目は

J(S,Ψ) =
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

Ŝk1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

(4.2.24)

右辺第二項目は

τ∇2S = −
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2τ

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
Ŝk,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z). (4.2.25)

右辺第三項は

−∂Ψ

∂x
= −

K∑
k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z). (4.2.26)
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以上のようになるので (2.3.63) を変形させた結果は

K∑
k=−K

M∑
m=−M

∂Ŝk,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

=−
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

Ŝk1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2τ

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
Ŝk,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

(4.2.27)

となり, (4.2.16) は切断波数で表される.

この際の残差をそれぞれR(ζ,Ψ), R(T,Ψ), R(S,Ψ)とする. R(ζ,Ψ)は (4.2.15),

(D.9) を合わせて考えることにより

R(ζ,Ψ) =
K∑

k=−K

M∑
m=−M

∂ζ̂k,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2Pr

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
ζ̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ikPrRa
2π

Lx

T̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ikPrRs
2π

Lx

Ŝk,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z).

(4.2.28)
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R(T,Ψ)は (4.2.21), (D.10) を合わせて考えることにより

R(T,Ψ) =
K∑

k=−K

M∑
m=−M

∂T̂k,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

T̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
T̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z).

(4.2.29)

R(S,Ψ)は (4.2.27), (D.11) を合わせて考えることにより

R(S,Ψ) =
K∑

k=−K

M∑
m=−M

∂Ŝk,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

Ŝk1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2τ

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
Ŝk,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z).

(4.2.30)

この残差に重み関数 e−i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)をかけて全領域において積分したものを 0と

することを課す. つまり∫ Ly

0

∫ Lx

0

R e−i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)dxdy = 0 (4.2.31)
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のようにすると, それぞれ (4.2.28)～(4.2.30) の式は

∂ζ̂k,m(t)

∂t
+

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)

+4π2Pr

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
ζ̂k,m(t) + ikPrRa

2π

Lx

T̂k,m(t)− ikPrRs
2π

Lx

Ŝk,m(t) = 0,

(4.2.32)

∂T̂k,m(t)

∂t
+

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)T̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)

+4π2

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
T̂k,m(t) + ik

2π

Lx

Ψ̂k,m(t) = 0,

(4.2.33)

∂Ŝk,m(t)

∂t
+

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)Ŝk1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)

+4π2τ

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
Ŝk,m(t) + ik

2π

Lx

Ψ̂k,m(t) = 0

(4.2.34)

となる.

なお上の変換の際には三角関数の直交性

1

LxLy

∫ Lx

0

∫ Ly

0

J(x, y, t)ei2π(
k
Lx

x+ m
Lz

z)e
−i2π

(
k′
Lx

x+m′
Lz

z
)
dxdy = δk,k′ · δm,m′ (4.2.35)

を用いた.

(4.2.32)～(4.2.34) の切断スペクトル各式に ei2π(
k
Lx

x+ m
Lz

z)をかけて, それぞれ k,

mに関して和をとる.

Bthesis 2013/02/27



第 4 章 数値計算 37

(4.2.32):

K∑
k=−K

M∑
m=−M

∂ζ̂k,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2Pr

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
ζ̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ikPrRa
2π

Lx

T̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ikPrRs
2π

Lx

Ŝk,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z) = 0.

(4.2.36)

(4.2.33):

K∑
k=−K

M∑
m=−M

∂T̂k,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)T̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
T̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z) = 0.

(4.2.37)
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(4.2.34):

K∑
k=−K

M∑
m=−M)

∂Ŝk,m(t)

∂t
ei2π(

k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)Ŝk1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2τ

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
Ŝk,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z) = 0.

(4.2.38)

よってスペクトル法による値は

渦度:

∂ζ

∂t

=−
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2Pr

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
ζ̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ikPrRa
2π

Lx

T̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

+
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ikPrRs
2π

Lx

Ŝk,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

(4.2.39)
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温度:

∂T

∂t

=−
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)T̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
T̂k,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

(4.2.40)

塩分:

∂S

∂t

=−
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)T̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

4π2τ

(
k2

L2
x

+
m2

L2
z

)
Ŝk,m(t)e

i2π( k
Lx

x+ m
Lz

z)

−
K∑

k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z)

(4.2.41)

以上の時間発展式を用いて計算される.

4.3 変換法

スペクトル法で得られた常微分方程式 (4.2.39)～(4.2.41) を実際に数値計算する

際に必要な計算量を見積もると, 各式の非線形項に必要な計算量は各 k, m に対し

て 4K − 1個, 4M − 1個ずつの総和が必要になるので, 計算量のオーダーに注目す

ると合計 (4K − 1) ∗ (4M − 1)のオーダーの計算が必要となる. 一方, 差分法で非

線形項を数値計算する際に必要な計算量 (ここでは切断波数を, 格子点法で解いた

場合の格子点数とする) は, 全体で (2K + 1) ∗ (2M + 1)のオーダーで済んでいる.

すなわち, このままスペクトル法で常微分方程式 (4.2.39)～(4.2.41) を解いてしま

うと, スペクトル法は格子点法に比べて計算コストが非常に高いので, 実際に数値
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計算するには向かないのではないかという危惧が出てくる*2. しかし以下に示す変

換法が開発され, これによりスペクトル法に必要な計算コストを減らすことが可能

となった. 実際に常微分方程式 (4.2.39)～(4.2.41) に含まれる非線形項を数値計算

するときの方法について以下で示す.

(4.2.39)～(4.2.41) の式, それぞれの右辺第一項目を (波数空間上) Ĵk,m(ζ,Ψ),

Ĵk,m(T,Ψ),

Ĵk,m(S,Ψ)を評価する方法として変換法を用いてる. これは Ĵk,m(ζ,Ψ)を例にと

ると

∂ζ(xi, yj, t)

∂x
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

ζ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (4.3.1)

∂Ψ(xi, yj, t)

∂z
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

im
2π

Lz

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (4.3.2)

∂ζ(xi, yj, t)

∂z
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

im
2π

Lz

ζ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (4.3.3)

∂Ψ(x(i), yj, t)

∂x
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z) (4.3.4)

のフーリエ逆変換を用いて, 渦度と流線関数のフーリエ係数 ζ̂k,m(t), Ψ̂k,m(t)から,

それぞれの項の格子点値を求め, それらの格子点値を用いて

J(ζ,Ψ) =
∂ζ(xi, yj, t)

∂x

∂Ψ(xi, yj, t)

∂z
− ∂ζ(xi, yj, t)

∂z

∂Ψ(xi, yj, t)

∂x
(4.3.5)

のようにヤコビアンの格子点値を求める. その後にヤコビアンの格子点値 (4.3.5)

をフーリエ変換することによって, 波数空間上のフーリエ係数 Ĵk,m(ζ,Ψ)を求める

方法である. 同様に Ĵk,m(T,Ψ), Ĵk,m(S,Ψ)も変換法を用いて求められる. この変

換法を実際に数値計算を行う際に用いることにより, 必要な計算量のオーダーを

(2K + 1) ∗ (2M + 1)に抑えている.

4.4 計算設定

前節では二重拡散対流の数値計算をスペクトル法で行うための切断スペクトル

方程式の導出を行った. 次節では地球流体電脳倶楽部が開発した SPMODEL を用

いたスペクトル法による数値計算を行うが, この節では方程式系を解くために次節

で行う数値計算の設定と条件を述べる.
*2実際, 1970年以前は数値計算でスペクトル法が使われることは稀であった.
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設定

水平鉛直 2次元領域を考える. 鉛直方向を z (0～1) 方向, 水平方向を x (0～2) 方

向とする.

• 格子点設定は z方向に 32, x方向に 64とした

• 切断波数設定は z方向は 21, x方向は 21とした

• 時間差分間隔は∆t = 10−5, 10−7の 2 通りを使い分けた.

• 時間差分の方法はオイラー法とした

• プラントル数 Prは 10.0, 拡散係数比 τ は 0.01とした

• レイリー数Ra′, Rs′は様々な数で計算していくのでここで明記しない

条件

次に述べる境界条件と初期条件は第 3 章で行った安定性解析で用いた条件と同

じものを適用させる.

鉛直方向に関しては境界条件として上下の境界では温度, 塩分は

T = S = 0 z = 0, 1 (4.4.1)

で固定する. 渦度 ζ, 流線関数Ψに関しては第 3 章で述べたように

Ψ = ζ = 0 z = 0, 1 (4.4.2)

の条件を与える. x方向に関しては周期境界条件を与える.

初期条件は安定性解析で用いた解の t = 0の状態を今回の数値計算の初期条件と

する.

Ψ(x, z, 0) = sin πax sin πnz, (4.4.3)

ζ(x, z, 0) = ∇2Ψ = −π2
(
a2 + n2

)
sin πax sinπnz, (4.4.4)

T (x, z, 0) = cosπax sin πnz, (4.4.5)

S(x, z, 0) = cosπax sin πnz (4.4.6)
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4.5 エネルギー方程式の導出

この章においては支配方程式系を数値計算した結果を線形安定性解析と比較す

る. それにより, 線形安定性解析の有効範囲を考察する. 比較する指標としては,

運動エネルギーと有効ポテンシャルエネルギー領域全体で積分した数値の時間発

展を用いる. この節では指標として用いるエネルギー方程式を (2.3.27), (2.3.28),

(2.3.39), (2.3.40) より導出する. まずそれぞれの式を無次元化する. 無次元化パラ

メータは第 2 章で用いたものと同じものを用いる. 先に示していなかった圧力 p

に関する無次元化変数のみを以下に示す.

p = ρ0
κ2

d2
p∗

以上を用いて式を無次元化していく. 無次元化した後の数値を ∗付きで表現して

いる.

(2.3.27) を無次元化する.

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
= − 1

ρ0

∂p

∂x
+ ν∇2u

κ2

d3
∂u∗

∂t∗
+

κ2

d3
u∗∂u

∗

∂x∗ +
κ2

d3
w∗∂u

∗

∂z∗
= −κ2

d3
∂p∗

∂x∗ +
κ

d3
ν∇∗2u∗

∂u∗

∂t∗
+ u∗∂u

∗

∂x∗ + w∗∂u
∗

∂z∗
= −∂p∗

∂x∗ +
ν

κ
∇∗2u∗.

(4.5.1)

同様に (2.3.28) も無次元化する.

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ w

∂w

∂z
= − 1

ρ0

∂p

∂z
+ ν∇2w + g(αT − βS)

κ2

d3
∂w∗

∂t∗
+

κ2

d3
u∗∂w

∗

∂x∗ +
κ2

d3
w∗∂w

∗

∂z∗
= −κ2

d3
∂p∗

∂z∗
+

κ

d3
ν∇∗2w∗ + g(α∆TT ∗ − β∆SS∗)

∂w∗

∂t∗
+ u∗∂w

∗

∂x∗ + w∗∂w
∗

∂z∗
= −∂p∗

∂z∗
+

ν

κ
∇∗2w∗ +

gα∆Td3

κ2
T ∗ − gβ∆Sd3

κ2
S∗.

(4.5.2)

ここで (2.3.52), (2.3.53) で定義した無次元パラメータRa, Rsを用いて書き直すと

∂u∗

∂t∗
+ u∗∂u

∗

∂x∗ + w∗∂u
∗

∂z∗
= −∂p∗

∂x∗ + Pr∇∗2u∗, (4.5.3)

∂w∗

∂t∗
+ u∗∂w

∗

∂x∗ + w∗∂w
∗

∂z∗
= −∂p∗

∂z∗
+ Pr∇∗2w∗ + PrRaT ∗ − PrRsS∗ (4.5.4)

と無次元化できる.
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次に (2.3.39) を無次元化する. これは

∆Tκ

d2
∂T ∗

∂t∗
+

∆Tκ

d2
u∗∂T

∗

∂x∗ +
∆Tκ

d2
w∗∂T

∗

∂z∗
+

κ

d

∆T

d
w∗ =

∆T

d2
κ∇∗2T ∗

∂T ∗

∂t∗
+ u∗∂T

∗

∂x∗ + w∗∂T
∗

∂z∗
+ w∗ = κ∇∗2T ∗

(4.5.5)

のように無次元化できる. (2.3.40) を無次元化する. これは

∆Sκ

d2
∂S∗

∂t∗
+

∆Sκ

d2
u∗∂S

∗

∂x∗ +
∆Sκ

d2
w∗∂S

∗

∂z∗
+

κ

d

∆S

d
w∗ =

∆S

d2
κS∇∗2S∗

∂S∗

∂t∗
+ u∗∂S

∗

∂x∗ + w∗∂S
∗

∂z∗
+ w∗ =

κS

κ
∇∗2S∗

(4.5.6)

のように無次元化できる. 上の計算では (2.3.58) で定義した無次元パラメータ τ

を用いた. 以上の結果を以下にまとめると

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
= −∂p

∂x
+ Pr∇2u, (4.5.7)

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ w

∂w

∂z
= −∂p

∂z
+ Pr∇2w + PrRaT − PrRsS, (4.5.8)

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ w

∂T

∂z
+ w = ∇2T, (4.5.9)

∂S

∂t
+ u

∂S

∂x
+ w

∂S

∂z
+ w = τ∇2S (4.5.10)

これらの式から, 無次元化されたエネルギー方程式を導出する. (4.5.7) に uをかけ

ることにより

u
∂u

∂t
+ u2∂u

∂x
+ uw

∂u

∂z
= −u

∂p

∂x
+ uPr∇2u

∂

∂t

(
1

2
u2

)
+ u

∂

∂x

(
1

2
u2

)
+ w

∂

∂z

(
1

2
u2

)
= − ∂

∂x
(pu) + p

∂u

∂x
+ uPr∇2u

∂

∂t

(
1

2
u2

)
+

∂

∂x

(
1

2
u2u

)
+

∂

∂z

(
1

2
u2w

)
− 1

2
u2

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)
= − ∂

∂x
(pu) + p

∂u

∂x
+ uPr∇2u

∂

∂t

(
1

2
u2

)
+∇ ·

{(
1

2
u2

)
u

}
= − ∂

∂x
(pu) + p

∂u

∂x
+ uPr∇2u

(4.5.11)
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となる. (4.5.8) にwをかけることにより

w
∂w

∂t
+ wu

∂w

∂x
+ w2∂w

∂z
= −w

∂p

∂z
+ wPr∇2w + wPrRaT − wPrRsS

∂

∂t

(
1

2
w2

)
+ u

∂

∂x

(
1

2
w2

)
+ w

∂

∂z

(
1

2
w2

)
= − ∂

∂z
(pw) + p

∂w

∂z
+ wPr∇2w + wPrRaT − wPrRsS

∂

∂t

(
1

2
w2

)
+

∂

∂x

(
1

2
w2u

)
+

∂

∂z

(
1

2
w2w

)
− 1

2
w2

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)
= − ∂

∂z
(pw) + p

∂w

∂z
+ wPr∇2w + wPrRaT − wPrRsS

∂

∂t

(
1

2
w2

)
+∇ ·

{(
1

2
w2

)
u

}
= − ∂

∂z
(pw) + p

∂w

∂z
+ wPr∇2w + wPrRaT − wPrRsS

(4.5.12)

となる. (4.5.11), (4.5.12) を足し合わせることにより

∂

∂t

(
1

2
u2 +

1

2
w2

)
+∇ ·

{(
1

2
u2 +

1

2
w2

)
u

}
= −∇ · (pu) + p

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)
+ uPr∇2u+ wPr∇2w + wPrRaT − wPrRsS

∂

∂t

(
1

2
u2 +

1

2
w2

)
+∇ ·

{(
1

2
u2 +

1

2
w2 + p

)
u

}
= uPr∇2u+ wPr∇2w + wPrRaT − wPrRsS

(4.5.13)

と式が得られる. 次に (4.5.9) に T をかけることにより

T
∂T

∂t
+ uT

∂T

∂x
+ wT

∂T

∂z
+ wT = T∇2T

∂

∂t

(
1

2
T 2

)
+ u

∂

∂x

(
1

2
T 2

)
+ w

∂

∂z

(
1

2
T 2

)
+ wT = T∇2T

∂

∂t

(
1

2
T 2

)
+

∂

∂x

(
1

2
T 2u

)
+

∂

∂z

(
1

2
T 2w

)
− 1

2
T 2

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)
+ wT = T∇2T

∂

∂t

(
1

2
T 2

)
+∇ ·

{(
1

2
T 2

)
u

}
+ wT = T∇2T.

(4.5.14)
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同様に (4.5.10) に Sをかけることにより

S
∂S

∂t
+ uS

∂S

∂x
+ wS

∂S

∂z
+ wS = τS∇2S

∂

∂t

(
1

2
S2

)
+ u

∂

∂x

(
1

2
S2

)
+ w

∂

∂z

(
1

2
S2

)
+ wS = τS∇2S

∂

∂t

(
1

2
S2

)
+

∂

∂x

(
1

2
S2u

)
+

∂

∂z

(
1

2
S2w

)
− 1

2
S2

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)
+ wS = τS∇2S

∂

∂t

(
1

2
S2

)
+∇ ·

{(
1

2
S2

)
u

}
+ wS = τS∇2S.

(4.5.15)

以上の式変形において (2.3.41) を用いた.

(4.5.13) に (4.5.14), (4.5.15) を代入することにより

∂

∂t

(
1

2
u2 +

1

2
w2 +

1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2

)
+∇ ·

{(
1

2
u2 +

1

2
w2 + p+

1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2

)
u

}
=uPr∇2u+ wPr∇2w + PrRaT∇2T − τPrRsS∇2S

(4.5.16)

これを考えている全領域において体積積分することにより∫
V

∂

∂t

(
1

2
u2 +

1

2
w2 +

1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2

)
dV

+

∫
V

∇ ·
{(

1

2
u2 +

1

2
w2 + p+

1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2

)
u

}
dV

=

∫
V

(
uPr∇2u+ wPr∇2w + PrRaT∇2T − τPrRsS∇2S

)
(4.5.17)

が得られる. 上式の 2 項目∇ ·
{(

1
2
u2 + 1

2
w2 + p+ 1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2

)
u
}
は

Gauss の発散定理を用いて∫
V

∇ ·
{(

1

2
u2 +

1

2
w2 + p+

1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2

)
u

}
dV

=

∫
S

∇ ·
{(

1

2
u2 +

1

2
w2 + p+

1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2

)
n · u

}
dS

(4.5.18)

となり, ここで前で述べた境界条件と, 圧力 pの境界条件

• p=0, z=0,1,

Bthesis 2013/02/27



第 4 章 数値計算 46

• x方向に関しては周期境界条件

を考えることでゼロとなる. ゆえに (4.5.17) は∫
V

∂

∂t

(
1

2
u2 +

1

2
w2 +

1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2

)
dV

=

∫
V

(
uPr∇2u+ wPr∇2w + PrRaT∇2T − τPrRsS∇2S

) (4.5.19)

となる. (4.5.19) の左辺はブシネスク近似におけるエネルギーを表現している.
1
2
u2 + 1

2
w2は擾乱の運動エネルギーであり, 1

2
PrRaT 2 − 1

2
PrRsS2は擾乱の有効ポ

テンシャルエネルギーである. 右辺は粘性などによる散逸効果を表現している.

4.6 予備実験

ここでは線形化した方程式系を SPMODEL を用いて数値計算する. これにより

前章で行った線形安定性解析が正しく SPMODEL において表現されているかを

確かめる. ここで扱う線形化された方程式系は解析的に考察できているのだが, 後

の考察において線形化された方程式系を数値的に解く必要が出てくるので, これを

行う.

設定

• Ra′, Rs′以外の設定, 条件は前の 4.3節にて述べた設定, 条件を用いる

• Ra′, Rs′はRa′ = 11.0, Rs′ = −2.0 とする.
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このRa′, Rs′においては (3.2.1) は下に示すような形をとっている. このグラフ

 0

-10 -5  0  5  10

f(
q)

q

によると, この設定において (3.1.22) は正の実数解を 1つ, 負の実数解を 2つ持つ.

線形安定積解析で導入した擾乱の成長率 σは qに全波数 kの 2乗を掛けることに

よって得られるので, ここでは正の擾乱の成長率に関しては 1つだけ持つこととな

る. 正の成長率によりのみ擾乱は成長する. つまり, この領域での線形安定性解析

により得られる σと数値計算によって示される擾乱の成長率を比較することによっ

て, 前節に行った線形安定性解析が正しく SPMODEL において表現されているか

を確かめることができる. 擾乱の成長率をどの指標を用いて判断するかであるが,

ここでは前節に導出した, 運動エネルギーと有効ポテンシャルエネルギーの和をE

として, この時間変化を指標として用いる. 数値計算でも使っている方程式系は同

じなので, Eの時間変化は SPMODEL を用いた数値計算においても線形安定性解

析と同様に指数関数的に増大すると仮定する. よってEの自然対数をとった数値

logeE, これはEの成長率と考えることができる, を用いることにより, σと比較す

ることができる.
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以下図 (4.6.1), Ra′ = 11.0, Rs′ = −2.0での SPMODEL による数値計算の結果

である.

図 4.6.1: Ra′ = 11.0, Rs′ = −2.0

次にRa′ = 11.0, Rs′ = −2.0での線形安定性解析によって得られる σを考える.

これは (3.1.22) に設定したRa′, Rs′を代入し, ニュートン法を用いることにより q

を得る. ここに全波数 kの 2乗を掛けることによって σが得られる. 結果, ここで

の σは

σ = 101.771583 (4.6.1)

と得られた. ここで, (4.5.19) で示されるエネルギー方程式の左辺に示されるよう

に, 速度, 温度, 塩分はそれぞれ共通して e2σで成長していく, ゆえにエネルギーの

時間変化に関して自然対数をとったもの logeEは

2σ = 203.543166 (4.6.2)

の割合で成長していくはずである.
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上で示した図 (4.6.1) に 2σの割合で増加していく直線を重ねて書いたものを下

に示す. 図 (4.6)で示されるように, 線形安定性解析から得られた 2σ (破線)と数値

計算により得られたEの成長率は等しい. これは,線形化した方程式を SPMODEL

を用いて数値計算を行い解を得るということは, 前章で行った線形安定性解析を,

少なくとも logeEに関して, 正しく検討していることと同様であると考える.

4.7 線形安定性解析解との比較

第 3章においては方程式系を線形化したものを考えた. つまり (2.3.61)～(2.3.63)

の非線形効果が効いてくるまでの時間における流体運動の考察を行った. これは擾

乱の振幅が非常に小さい場合の流体運動を考えていることになるが, この議論だけ

では実際の流体運動を議論したことにはならない. この章では支配方程式系, つま

り (2.3.61)～(2.3.63) を地球流体電脳倶楽部が開発した SPMODEL を用いて数値

計算し, 線形安定性解析の結果と比較することにより, 線形安定性解析で得られた

解が実際の流体運動を, どの程度の時間において表現できているのか, 言い換える

と線形安定性解析の有効範囲を考察する.
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設定

• Ra′, Rs′以外の設定, 条件は前の 4.3節にて述べた設定, 条件を用いる

• Ra′, Rs′は図 (3.2.1) の領域 I, II, III 内の適当に選んだRa′, Rs′をそれぞれ

用いる. ここでは

設定 1 : Ra = 2.0, Rs = 4.0 (領域 I), (4.7.1)

設定 2 : Ra = 8.0, Rs = 4.0 (領域 II), (4.7.2)

設定 3 : Ra = 10.0, Rs = 4.0 (領域 III) (4.7.3)

とする.

これらの設定において, 線形安定性解析で得られる擾乱のEの成長率と支配方程式

系での数値計算によって示されるEの成長率とを比較する. 線形安定性解析におい

て考えられる運動エネルギーの成長率σは, それぞれの設定したRa,Rsを (3.1.22)

に代入しそれを解き, qを求めることによって得られる. しかし, これはそれぞれの

設定においての (3.1.22) を解析することによってわかったことだが, 設定 1, 設定

2 では複素数の σを含むことにより, 擾乱の振幅は振動しながら増幅もしくは減衰

していく. ゆえに上で述べた設定における擾乱の成長率 σを解析的に求めるのは

非常に困難である. また設定 3 では正の sigmaが複数存在することにより, それ

らの相互的な作用によりEは成長する. ゆえにこの設定においても, これを解析的

に求めるのは非常に困難である. よって以下では, 線形化した方程式系を数値計算

した結果を, 線形安定性解析によって得られる擾乱の成長率 σの代わりとする. 線

形化した方程式系を数値計算した σは, 線形安定性解析で得られる σと正しいこと

は 4.5 節で示している. これらを見比べることにより, 線形安定性解析の有効範囲

を考える.
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設定 I

この設定において, 支配方程式系で数値計算することにより求められた Eのグ

ラフを以下に載せる. 図 (4.7.2) でわかるようにEは t = 0において負であり, 時

図 4.7.2: 設定 1 においてのE

間が経つにつれてE = 0へと収束していく. このままでは logeEが定義できない.

よってここでは運動エネルギーと有効ポテンシャルエネルギーの和の絶対値 |E|を
考える. ゆえに, ここでは loge|E|について, 支配方程式を数値計算した結果と線形

化した支配方程式系を数値計算した結果とを比較する.
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比較した図 (4.7.3) に載せる. このグラフより, 線形安定性解析が支配方程式系

図 4.7.3: 設定 1 においての loge|E|, t = 0.0～1.0

で表現される流体運動をよく表現できているのは, 擾乱の成長の初期の段階である

ように見える.
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次に, 擾乱の振幅が非常に小さい時間, ここでは t = 0.00～0.10までの時間を拡

大したグラフを以下に示す. これを見ることにより, 設定 1 における線形安定性解

図 4.7.4: 設定 1 においての loge|E|, t = 0.00～0.10

析の有効範囲は t = 0.00～0.03の非常に初期の段階においてのみであることが示

された.
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設定 II

この設定において, 支配方程式系で数値計算することにより求められた Eのグ

ラフを以下に載せる. 図 (4.7.5) でわかるように Eは振動しながら増幅していく.

図 4.7.5: 設定 2 においてのE

単調に増幅していくわけではなく, 擾乱が振動しながら増幅していくためにエネル

ギーは正, 負両方の値を取る. このままでは logeEが定義できない. よってここで

も運動エネルギーと有効ポテンシャルエネルギーの和の絶対値 |E|を考える. ゆえ

に, ここでは loge|E|について, 支配方程式を数値計算した結果と線形化した方程

式系を数値計算した結果とを比較する.
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比較した図を以下に載せる. このグラフより, 線形安定性解析が支配方程式系で

図 4.7.6: 設定 2 においての loge|E|, t = 0.0～1.0

表現される流体運動をよく表現できているのは, 擾乱の成長の非常に初期の段階で

あるように見える.
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次に, 擾乱の振幅が非常に小さい時間, ここでは t = 0.00～0.10までの時間を拡

大したグラフを以下に示す. これを見ることにより, 設定 2 における線形安定性解

図 4.7.7: 設定 2 においての loge|E|, t = 0.0～0.10

析の有効範囲は t = 0.000～0.03の非常に初期の段階においてのみであることが示

された.
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設定 III

この設定においては, 単純に線形化した方程式系を数値計算することによって得

られる logeEと, 支配方程式系を数値計算することによって得られる logeEを比較

する. これにより, 線形安定性解析の有効範囲を考察する. t = 0.0～1.0まで比較

したグラフを以下に示す. このグラフより, 線形安定性解析が支配方程式系で表現

図 4.7.8: 設定 3 においての logeE, t = 0.0～1.0

される流体運動をよく表現できているのは, 擾乱の成長の非常に初期の段階である

ように見える.
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次に, 擾乱の振幅が非常に小さい時間, ここでは t = 0.00～0.10までの時間を拡

大したグラフを以下に示す. これを見ることにより, 設定 3 における線形安定性解

図 4.7.9: 設定 3 においての logeE, t = 0.00～0.10

析の有効範囲は t = 0.00～0.03の非常に初期の段階においてのみであることが示

された.

4.8 それぞれの場の時間推移

この節では微小な擾乱二重拡散対流における温度場, 塩分場, 流線関数場それぞ

れの数値計算結果を示す. これは二重拡散対流の具体的イメージを掴むために有

用であると考える.

設定

今回は以下の設定で数値計算を行う. 水平鉛直 2次元領域を考える. 鉛直方向を

z (0～1) 方向, 水平方向を x (0～2) 方向とする.
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• 格子点設定は z方向に 128, x方向に 256とした

• 切断波数設定は z方向は 84, x方向は 84とした

• 時間差分間隔は∆t = 10−6とし, 計算時間は t = 1.0までとした.

• 時間差分の方法はオイラー法とした

• プラントル数 Prは 10.0, 拡散係数比 τ は 0.01とした

• レイリー数 Ra′, Rs′ は Ra = 2.0, Ra = 4.0,Ra = 6.0, Ra = 4.0,Ra =

10.0, Ra = 4.0の 3つの設定で行った.
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Ra=2.0, Rs=4.0 の場合
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Ra=6.0, Rs=4.0 の場合

Bthesis 2013/02/27



第 4 章 数値計算 67

Bthesis 2013/02/27



第 4 章 数値計算 68

Bthesis 2013/02/27



第 4 章 数値計算 69

Bthesis 2013/02/27



第 4 章 数値計算 70

Bthesis 2013/02/27



第 4 章 数値計算 71

Bthesis 2013/02/27



第 4 章 数値計算 72

Ra=10.0, Rs=4.0 の場合
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第5章 まとめ

本研究においては二重拡散対流の線形安定性解析とその有効範囲を考察した. 基

本場に擾乱を置いた場合の流体運動を考えた. ここで考えなければならないのは,

温度と塩分の拡散係数の違いである. 実際のところ, この 2つの拡散係数を κ, κs

とすると, 本研究中に表現しているように拡散係数の比は τ として

τ =
κs

κ
= 10−2

程度のものである. つまり塩分の拡散より, 温度の拡散のほうが 100倍速いという

ことである. 本研究のテーマである二重拡散対流はこの拡散速度の違いによって発

生する.

まずブシネスク近似をされた水平 2次元の流体層において, 方程式系を線形化し,

二重拡散対流の発生条件を調べた. 温度のレイリー数に関する数値Ra′, 塩分のレ

イリー数に関する数値Rs′を設定することにより, 安定解, 振動増幅解, 定常増幅

解の 3種類の解が見つかった.

次に線形解析によって得られた解析解が, 二重拡散対流においてどのような意味

を持つのかを地球流体電脳倶楽部の SPMODEL を用いて数値実験した結果と見

比べることにより考察した. この結果, 非線形項を含めた方程式系においては, 時

間が経つにつれて, 線形解析で得られる解とは離れた流体運動をすることがわかっ

た. これは擾乱が成長してくるにつれて非線形項 u · ∇u の効果が無視できなくな

ることからだと思われる. 言い換えれば, 二重拡散対流において線形解析で得られ

た解析解は, 場に存在する擾乱が非常に小さい場合においてのみ, 有効であること

が確認された.
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付 録A 流線関数

本研究では x, zの２次元平面を考えている. ゆえに速度ベクトルは

u = (u, 0, w) (A.1)

と表現される. これは xと zの関数であるから, ベクトルポテンシャルをAと置

くと

A = (0,Ψ, 0) (A.2)

の形となる. このときuは y方向の単位ベクトルを eyと考えると

u = ey ×∇Ψ

=

(
∂Ψ

∂z
, 0,−∂Ψ

∂x

)
(A.3)

すなわち成分で書き下すと

u =
∂Ψ

∂z
, w = −∂Ψ

∂x
(A.4)

となる. ここで座標系は左手系をとっている. 同様に速度ベクトルの大きさ |u|も
Ψを用いて表現することができ, 前の結果を利用すると

|u| =

√(
∂Ψ

∂z

)2

+

(
−∂Ψ

∂x

)2

= ∇Ψ

(A.5)

とできる.

ここでΨ =一定の曲線を考えると, (A.3), (A.5) より流体はΨ =一定の曲線に

沿って流れ, ∇Ψが大きいところほど流速は大きくなることがわかる. 図に表現す

ると次の図のようになる.
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ここでΨ1, Ψ2, Ψ3はそれぞれΨ = const.を結んだ曲線である.
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付 録B (3.2.23) の導出

(3.2.19), (3.2.22) から (3.2.23) が導出できることを確認する.

(3.2.19) より

q =


−a+

√
a2 − 4b

2
−a−

√
a2 − 4b

2

(B.1)

の 2つの実数解が存在する可能性がある. だが, ここでは実部が正となる qが少な

くとも 1つは存在する領域を考えているので,
−a+

√
a2 − 4b

2
という正の qは存在

するはずである. これを (3.2.22) に代入することにより

a−
√
a2 − 4b

2
{b+ a(c− a)}+ d− b(c− a) = 0

√
a2 − 4b {b+ a(c− a)} = a{b+ a(c− a)}+ 2{d− b(c− a)}

(a2 − 4b) {b+ a(c− a)}2 = [a {b+ a(c− a)}+ 2{d− b(c− a)}]2
(B.2)

ここで (3.2.18)*1より c =
3

4
aであるので

*1(3.2.18) を再掲する.

a =
2

3
(Pr + τ + 1),

b =
1

3
Pr + Prτ + τ − Pr(Ra′ −Rs′),

c =
1

2
(Pr + τ + 1),

d =
1

2
−Prτ − Pr(Rs′ − τRa′). (3.2.18)
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(a2 − 4b)

(
b− a2

4

)2

=

{
a

(
b− a2

4

)
+ 2

(
d+

ab

4

)}2

a2
(
b− a2

4

)2

− 4b

(
b− a2

4

)2

= a2
(
b− a2

4

)2

+ 4a

(
b− a2

4

)(
d+

ab

4

)
+ 4

(
d+

ab

4

)2

b

(
b− a2

4

)2

= −a

(
b− a2

4

)(
d+

ab

4

)
−
(
d+

ab

4

)2

b

(
b2 − a2b

2
+

a4

16

)
= −ad

(
b− a2

4

)
− a2b

4

(
b− a2

4

)
−

(
d+

ab

4

)2

b

(
b2 − a2b

4

)
= −ad

(
b− a2

4

)
−

(
d+

ab

4

)2

b3 − a2b2

4
= −abd+

a3d

4
− d2 − 1

2
abd− a2b2

16

b3 − 3

16
a2b2 +

3

2
abd+ d2 − a3

4
d = 0

(B.3)

となることが確認でき, (3.2.23) が導出できた.
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付 録C 考慮するRa′, Rs′の領域

付録 Bで考えた実部が正となる qが少なくとも 1つは存在する領域であるが, 言

い換えれば
−a+

√
a2 − 4b

2
という正の qは存在する領域である. これは

−a+
√
a2 − 4b

2
≥ 0 (C.1)

を満たす領域であり, これに a,bと具体的な Pr, τ を代入すると

Ra′ ≥ Rs′ + τ +
τ

Pr
+

1

3
(C.2)

という領域が条件を満たす領域であることがわかる. 単に (3.2.24) をRs′を固定

することにより, ニュートン法により解き, Ra′−Rs′平面にプロットすると下の図

のようになり Rs′ = 0付近で不連続な値をとってしまう. これはRs′ = 0において

-20

-15

-10

-5

 0

 5

 10

 15

 20

-20 -15 -10 -5  0  5  10

R
a’

Rs’

図 3.0.1: (3.2.24) の解

f(Ra′, Rs′)は重解を持ち, それ以降では虚数解が生じることに所以する. この条件

と, 本文中で示した領域 I, II, III を合わせて考えた結果, 下の図が描ける. Rs′が
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−13を下回る赤く塗りつぶした範囲では, 解が 3つの実数解になるのか 1つの実数

解と 2つの虚数解 (複素共役解) になるのかの境目の曲線以下であり, すなわち実

数解が 1つと虚数解が 2つ存在し, 実部が正となる qが少なくとも 1つは存在する

領域が存在するようである. つまりこの領域では, 領域 II のように擾乱が振動し

ながら指数関数的に増幅していく様子が見られると予想する.

あるいは, ここにおいてはRa′ ≤ 0, Rs ≤ 0である. つまり領域の上層には高温

度子塩分の流体, 下層には低温低塩分の流体が存在している領域である. この領域

では本論文の第 2 章で述べたように salt finger 型対流が生じるのではないかと考

える.

本研究ではこの領域については取り扱わないこととする. これに関してはまだ

考える必要があり, 今後の課題としたい.
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付 録D (4.2.11) の変形

議論しなかった J(ζ,Ψ), J(T,Ψ), J(S, Psi)を変形していく. J(ζ,Ψ)について考

える. これは

J(ζ,Ψ) =
∂ζ

∂x

∂Ψ

∂z
− ∂ζ

∂z

∂Ψ

∂x
(D.1)

と表されるので, 上のヤコビアンの各項にそれぞれ (4.2.1), (4.2.2) を代入すると

∂ζ

∂x
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

ζ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (D.2)

∂Ψ

∂z
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

im
2π

Lz

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (D.3)

∂ζ

∂z
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

im
2π

Lz

ζ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z), (D.4)

∂Ψ

∂x
=

K∑
k=−K

M∑
m=−M

ik
2π

Lx

Ψ̂k,m(t)e
i2π( k

Lx
x+ m

Lz
z) (D.5)

となる. そのまま単純にかけ合わせると

∂ζ

∂x

∂Ψ

∂z
=−

∑
K1,M1

∑
K2,M2

k1m2
4π2

LxLz

ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z), (D.6)

∂ζ

∂z

∂Ψ

∂x
=−

∑
K1,M1

∑
K2,M2

m1k2
4π2

LxLz

ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z) (D.7)

よって J(ζ,Ψ)は

J(ζ,Ψ)

=
∂ζ

∂x

∂Ψ

∂z
− ∂ζ

∂z

∂Ψ

∂x

=
∑

K1,M1

∑
K2,M2

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

(D.8)
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とすると, 非線形項であるヤコビアンは x, z方向の切断波数がそれぞれ 2K − 1,

2M − 1の切断級数

J(ζ,Ψ) =
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

ζ̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

(D.9)

と書ける.

同様に J(T,Ψ), J(S,Ψ)についても

J(T,Ψ) =
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

T̂k1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z),

(D.10)

J(S,Ψ) =
2K−1∑

k=−(2K−1)

2M−1∑
m=−(2M−1)

4π2

LxLz

(k2m1 − k1m2)

Ŝk1,m1(t)Ψ̂k2,m2(t)e
i2π( k1+k2

Lx
x+

m1+m2
Lz

z)

(D.11)

と書き表せる.
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付 録E 線形解析の持つ意味

ここでは例としてナビエ - ストークスの式を用いて, 線形解析の持つ意味を示

す.

ナビエ - ストークスの式

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ ν

{
∇2u+

1

3
∇(∇ · u)

}
(E.1)

x, y方向に広がる 2次元の領域を考える. 変数 u, pを一様で定常な基本場 u0, p0

とずれの部分u′, p′に分けて考えると (E.1) は

∂u′

∂t
+ (u′ · ∇)u′ = −1

ρ
∇p′ + ν

{
∇2u′ +

1

3
∇(∇ · u′)

}
(E.2)

とできる. この式においてu′, p′が非常に小さい時, 左辺第二項の

(u′ · ∇)u′ (E.3)

はさらに非常に小さいものとして無視できる. この考え方を線形化と呼ぶ. u′, p′

が徐々に大きくなるに連れて (E.3)の式 (E.2)への寄与は大きくなり無視して考え

ることはできなくなる. つまり線形解析で得られる解析解は意味を成さなくなる.
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